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de la surface au centre, ce qui est conforme aux expériences de Cavendish 


et aux lois de l'Hydrostatique. ........,,.,,,..,,,,.,.. ss... No46 
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Tome Premier., 


» 
Page 78, ligne au lieu de [+ y, lisez fr .cos y 


8, 

11, 5, en remontant, au lieu de sin @, Lisez sin 41... 
Ibid. 6, en remontant, au lieu de zsin 8 sin @, lisez z sin 8 cos & 
142, 2, en remontant , au lieu de sin (ọ — pı), lisez siu (p:—p) 
198, 3, cn remontant, au lieu de divisée, lisez divisés 
352, 2, en remontant, au lieu de 3a’ .(a,a'a'), lisez 3aa'.(a,a' Y 
362, 2, en remontant, au lieu de (2) et de (52) lisez 

? 4 da das J’ 

(55) TAL) 
et 
da da? 

385, 18, au lieu de 5n°— 3n, lisez 5n’ — an 


432, au bas de la page, ajoutez on trouve de cette manière 

433, ligne 3, au lieu de asa’, lisez a'a’? 

438, 1, en remontant, au lieu de longitude et de..., lisez lon- 
gitude de... 


Tome second 


Page 109, ligne 5, au lieu de yt») , lisez Zym 


127; 12, en remontant, au lieu de pourrait, lisez pouvait 
144, 2, en remontant , au lieu de cos b, lisez cos c 
226, 2, en remontant, au lieu de 4, lisez 4, 


www.rcin.org.pl 


ni Er he. À 


De + time “2 td 
. p i + PE p An A > pi ; 
A v nd. F -= 


2a 
| 


` 
i i 
b - = 
www.rcin.org.pl d 


THÉORIE ANALYTIQUE 


DU 


SYSTÈME DU MONDE. 


LIVRE TROISIÈME. 


Théorie des Comites. 


Jusqu'a la fin du dix-septième siècle, on avait re- 
gardé les comètes comme des phénomènes particuliers 
dans le système du monde : Newion montra qu’elles 
sont, comme les planètes, soumises aux lois de la gra- 
vitation universelle; et il rendit un éminent service à 
Astronomie en les rattachant par ce lien au reste de 
notre système solaire, et à la Philosophie en dissipant 
pour jamais les vaines terreurs qu’inspirail leur appa- 
rition. 

La théorie descomètes peut se diviser endeux points 
principaux. Le premier a pour objet la détermination 
de leurs orbites d'après les données fournies par lob- 
servation; le second, celle des perturbations qu’elles 
peuvent éprouver par l'action des planètes. Nous al- 
lons examiner successivement dans ce livre ces deux 
grandes questions. 

Tome IE. I 
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CHAPITRE PREMIER. 


Détermination approchée des orbites des Cometes. 


1. Les comètes sont des astres qui different des pla- 
nètes, non-seulement par leurs apparences physiques, 
mais encore par la marche irrégulière qu’ils affectent, 
Elles parcourent au hasard toutes les régions de l'es- 
pace, les unes dans un sens, les autres dans la direc- 
tion opposée. Les plans de leurs orbites ne sont plus 
compris dans une zone étroite de la sphère céleste, ils 
peuvent avoir entre eux des inclinaisons quelconques ; 
mais les comètes sont, comme les planètes, assujetties 
à la loi de la pesanteur universelle, et elles décrivent 
en vertu de ce principe des courbes rentrantes dont 
le Soleil occupe un des foyers. Probablement, et la~ 
nalogie nous porte à le croire, les orbes des comètes, 
sont, comme ceux des planètes, des courbeselliptiques ; 
mais ces ellipses sont très allongées, et leurs grands 
axes presque infinis, puisque nous n’aperceyons ces 
astres que dans une partie de leur cours lorsqu'ils ap- 
prochent du Soleil, et qu’ensuite ils disparaissent 
totalement à nos yeux armés de tous les instrumens 
que l'esprit humain inventa pour en prolonger la 
portée. Ce ne serait donc qu’une question de pure 
curiosité, intéressante sous le point de vue analytique, 
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mais peu importante aux besoins dé TAstronomie, 
que celle qui aurait pour but de déterminer les élé- 
mens de l'orbite d’une comète, d'après les observa- 
tions faites pendant la courte durée de son apparition, 
si nous ne devions plus apercevoir dans la suite, 
et si elle avait abandonné pour toujours les limites de 
notre système planétaire. Maïs il faut observer que 
c'est le scul moyen que nous ayons de reconnaître cet 
astre lorsque, après avoir accompli sa révolution, ilre- 
viendra vers le Soleil. Il ne faut pas en effet compter 
pour cela sur ses propriétés optiques; l'étendue du 
noyau , la chevelure ; la disposition de la queue, l'éclat 
de sa lumière, toutes ces données varient à chaque 
instant de forme, de grandeur et d'intensité, à me- 
sure que les comètes approchent du Soleil ou de la 
Terre, et les circonstances enfin dans lesquelles elles 
se trouvent changent à chaque révolution, parce que 
la matière si rare qui compose leur chevelure et leur 
queue se dissipe graduellement dans l’espace. 

C'est donc en comparant les élémens de la comète 
que l’on observe, à ceux des comètes qui ont été 
observées précédemment, que l’on peut s'assurer si 
cet astre apparaît en effet pour la première fois, ou si 
ce n’est qu’une comète déja connue qui revient à son 
périhéhe. Il devient donc indispensable de calculer ses 
élémens. Newton le premier, dans son admirable 
ouvrage des Principes, a donné une solution de ce 
problème, fondée sur des considérations géométriques 
très ingénieuses. Halley, par des calculs immenses, 
V'appliqua à toutes les comètes connues de son 
temps. Ce travail porta son fruit, et ce grand astro- 

I.e 
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nome reconnutle premier l'identité des comètes 
observées en 1456, 1931, 1607 et 1682 ; résultat 
important, et qui valut un nouveau triomphe à la 
théorie de la pesanteur universelle, en montrant que 
la marche des comètes, si irrégulière en apparence, 
est aussi certaine que celle des planètes, et en mettant 
les géomètres à même de suivre le cours, et de 
prédire les retours futurs de ces astres, qu'on avait 
regardés jusque là comme des phénomènes à part, 
eten dehors de toutes les lois qui régissent les autres 
corps du système du monde. 

La question que nous allons traiter intéresse donc 
non-seulement les géomètres comme un bel exercice 
d'analyse, mais encore les astronomes comme un 
point de théorie qui peut avoir d'importantes appli- 
cations. Aussi beaucoup d’entre eux en ont fait l'ob- 
jet de leurs méditations, et nous avons aujourd’hui 
pour résoudre ce problème plusieurs méthodes qui 
conduisent par des voies différentes à des résultats 
également satisfaisans. Deux de ces méthodes méri- 
tent surtout d’être distinguées, comme étant pour 
ainsi dire les types originaux sur lesquels la plupart . 
des autres ont été construites; ce sont celles que nous 
devons à Lagrange et à Laplace. Elles portent chacune 
le cachet particulier qui caractérise l'esprit de ces 
deux, grands géomètres. Celle de Lagrange semble 
ressortir plus analytiquement du fond de la question, 
et, sa, simplicité n’exclut pas l'élégance; celle de La- 
place paraît plus recherchée, et résulter plutôt de 
considérations. fondées sur les observations que de la 
théorie. Elles ont l’une et l’autre de grands avantages, 
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leur application numérique est facile, ct leur usage 
est aujourd’hui justement adopté. Comme l'illustre 
auteur de la Mécanique céleste a pris soin lui-même 
d'indiquer les nombreux perfectionnemens que lex- 
périence a introduits dans sa méthode, et qu’elle est 
suffisamment exposée dans cet ouvrage, nous présen- 
terons ici sous des formes analytiques nouvelles une 
méthode qui dérive fort simplement de celle de La- 
grange , mais qui évite une partie des incenvéniens 
que celle-ci entraînait dans les applications, et que 
ce grand géomètre aurait sans doute donné le moyen 
d’aplanir, si, toujours plus occupé des vastes ques- 
tions de la théorie que des embarras de la pratique, 
il n'avait dédaigné d'adapter ses formules à quelques 
calculs numériques. 

On sait qu’il suffit en général de trois observations 
pour déterminer toutes les circonstances du mouve- 
ment d'une comète. Cette question est même suscep- 
tible d’une solution rigoureuse; mais les équations 
finales auxquelles elle conduit sont tellement com- 
pliquées, et d’un degré si élevé, qu’il serait absolu- 
ment impossible d'en faire usage; aussi a-t-on prisle 
partide recourir aux méthodes d’approximation. Celle 
qu’on a généralement adoptée est fondée sur la suppo- 
sition que lesobservations qu’on emploie sontpeuéloi- 
gnées l’une de l’autre, ce qui permet de traiter comme 
de très petites quantités les intervalles de temps qui les 
séparent. On peut alors, au moyen de trois longitudes 
et de trois latitudes observées, déterminer tous les 
élémens de l'orbite, savoir: lexcentricité, la longi- 
tude du périhélie, et celle de l’époque, l'inclinaison, 
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la longitude du nœud, et le grand axe. Ce dernier 
élément est le seul qui puisse laisser de l'incertitude, 
parce qu'il faudrait, pour le déterminer exactement, 
connaître la durée d’une révolution de la comète, ce 
qu'on ignore presque toujours : mais on peut remar- 
quer que lorsque la comète est près de son périhélie, 
et c’est alors seulement que nous l’apercevons, l'el- 
lipse qu’elle décrit se confond sensiblement avec la 
parabole qui a son sommet en ce point, et qui est 
décrite du même foyer, en sorte que le mouvement 
apparent de lastre et les résultats de l'observation 
sont les mêmes que s'il avait lieu sur cette courbe. 
On suppose par cette raison, pour faciliter le calcul des 
élémens, que l'orbite est parabolique. La sclution du 
problème contient alors une équation de plus que 
d'mconnues, et l’on peut en profiter pour choisir, 
entre les diverses combinaisons de ces équations, celle 
qui doit conduire à des résultats plus exacts. Lors- 
qu'on est parvenu de cette manière à une première 
connaissance approchée de l'orbite, en employant 
trois nouvelles observations séparées par des inter- 
valles de temps plus considérables, on rectifie: les 
élémens que l’on a obtenus de manière à satisfaire le 
plus exactement possible à l’ensemble des observa- 
tions connues. Plusieurs méthodes ont été imaginées 
dans ce but; celle que nous exposerons ici mérite 
d'être adoptée définitivement par les astronomes qui 
s'occupent de ces recherches, et qui doivent désirer 
d'éviter les longueurs de calcul et la perte de temps, 
que les autres méthodes occasionent trop sou- 
vent, 
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Après ces notions nécessaires sur la solution géné- 
rale du problème, nous allons en développer lana- 
lyse; nous donnerons ensuite des exemples numé- 
riques qui faciliteront l'application de la méthode que 
nous exposons. 

2. Soient x, y, 2 les coordonnées de la comète dans 
son orbite autour du Soleil, rapportées à un plan fixe 
que nous supposerons être celui de l'écliptique; soit 
r=Vx + y"+ 3 sa distance au Soleil. 

Soient X et Y les coordonnées de la Terre dans 
l'écliptique, et R= VX*-+ Y" sa distance au Soleil 
ou son rayon vecteur. 

Enfin désignons par £, n, € les trois coordonnées 
de la comète rapportées à trois axes passant par le 
centre de la Terre, et par p = V£*+ nes la dis- 


tance de la comète à la Terre, en sorte qu’on ait 
x=X+E, y= +n, z=ć. (x) 


Soient maintenant a la longitude géocentrique de la 
comète, et à sa latitude ; soit À la longitude de la Terre 
dans le même instant; il est aisé de voir qu'on aura 


X=R.cosA, Y—R.sinA, £=p#y.cosa.cosb, 
n—p.sina.cosb, (—=p.siné. 


Ces valeurs substituées dans les équations (1) donne- 
ront 


x=R.cosA +p.cosa.cosb, 
y =R. sin A-4 p .sina. cosd, (2) 


z= f . sinb., 
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Chaque observation fournira trois équations sem- 


blables ; si l'on ajoute ensemble les carrés de ces équa- 
tions, on en tire 


r= R°+ 2R? . cos(A — a) . cosb + f°, 


équation que donne d’ailleurs immédiatement le 
triangle rectiligne formé par le Soleil, la comète et 
la Terre. En effet, si l’on nomme c l'angle entre le 
Soleil et la comète, ou ce que les astronomes appel- 
lent son élongation, R et p seront les côtés qui com- 
prennent cet angle , et r le côté opposé; on aura done 


= R” — 2Rp, cosc- p’. (3) 


Or langle c a pour mesure l’hypoténuse d'un triangle 
sphérique rectangle dont & et 180° — A + a sont les 
deux autres côtés; on aura donc 


cose = — COS(À — a). cosb, 


et les deux valeurs de 7° sont par conséquent iden- 
tiques. 

Les observations font connaître les deux angles a 
et b; l'angle A et le rayon R se calculent par les tables 
du Soleil; les équations (2) renferment donc encore 
quatre inconnues, æ,Y,zetp,etne peuvent suffire 
par conséquent pour les déterminer. Il faut, pour y 
parvenir, faire quelque hypothèse sur la nature de Yor- 
bite que décrit la comète; la plus simple est de sup- 
poser cette orbite parabolique. Dans ce cas, on peut, 
n° 32, liv. Il, exprimer les coordonnées de la comète 
relatives à une époque quelconque, en séries ordonnées 
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par rapport au temps, et ne dépendant que de six quan- 
tités supposées connues, qui sont les trois coordonnées 
de la comète à une époque donnée et les trois coeffi- 
ciens différentiels de ces coordonnées. Si l'on substi- 
tue donc ces valeurs dansles équations (2), elles renfer- 
meront sept inconnues, savoir, les six quantités dont 
nous venons de parler, et l’indéterminée p; maischaque 
observation donnant trois équations semblables , si 
l'on choisit trois observations faites à des intervalles 
de temps connus, il est clair que les neufs équations 
qui en résulteront ne renfermeront plus que neuf 
inconnues , et sufliront par conséquent pour en dé- 
terminer la valeur. On aura même, en y joignant 
l'équation du mouvement parabolique, une équation 
de plus que d’inconuues, et le problème pourra être, 
avec ces données, complètement résolu. 


Prenons donc trois observations séparées par des 
intervalles de temps 8 et 8 assez courts pour que les 
séries (k) du n° 32, livre IL, soient convergentes. Pre- 
nons pour l’époque d'où nous comptons le temps #, 
et qu’on est libre de choisir arbitrairement, celle qui 
répond à l'observation moyenne; désignons par x, 
J, Z les coordonnées de la comète à cet instant, rap- 


dx dy 


portées au centre du Soleil , et par LE Tr IF 


dz . Û sv? Q re 
z, = -īp leurs trois coefliciens diflérentiels ; désignons 
par x°, ÿ°, 2°, les coordonnées de la comète qui ré- 
pondent à l'époque 4=—— 8 de l'observation qui a pré- 
cédé, et par x’, y ,z' celles qui répondent à l’époque 
t=0! de l'observation suivante. Si l’on développe par 
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la méthode du numéro cité , ces six quantités suivant 
les puissances de 8 etde9', on aura pour les déterminer 
des expressions de cette forme 


LVL A EE E 
À (RASE |} 1 
YV = vy a U p I =V HUY,» 
z= vZ = uZ, Z == V'3 -H u'z; 


', exprimant des fonctions 


les lettres v, u, v', u 
ordonnées par rapport aux puissances de 8 et de b’, 
qui renferment en outre le rayon vecteur r et les 
quantités s$ =% et ž relatifs à l’époque t= 0. Les 
valeurs de v, u, v’, v’ se détermineront en faisant 
successivement ¿= — ĝ et t=" dans les fonctions que 
nous avons représentées par V et U dans le n° 32, liv . Il. 

3. Cela posé, soient a°, a, a' les trois longitudes géo- 
centriques de la comète, b° , b, b' ses trois latitudes, 
et °, fp, f'les distances de la comète à la Terre dans 
chacune des trois observations. Soient de plus A°, A, 
A' les trois longitudes héliocentriques de la Terre, R°, 
R, R’ ses trois rayons vecteurs correspondans, et 
enfin X°, Y°, X,Y, X’, Y ses coordonnées rappor- 
tées au centre du Soleil, et relatives aux mêmes 


instans, en sorte qu'on ait 

Xe= R°cosA°, X=RcosA, X'=R'cosA', 
Y° = R° sin A°, -Y= R sinA, Y'=R'sinA", 
En supposant de plus pour abréger : 


m? = cos 4° cosb, n= sina’ cosb, p= sinb’, 
m = cosa cosb, n =sina cosb, p —=sinb, 
mé = cosa cosh’, n'= sina cosh, p = snb’. 
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Les équations (2) donneront pour les trois obser- 

vations faites aux époques où l’on compte t—0, 
== — 0, 4 6 le système d'équations suivant : 
Pour la première époque, 


x—=X+ mr, 
x =Y+anp, 
A a 7 


(a) 


Pour la seconde, 
væ +ux, = X°+ mp", 
vy ur, =Y + np, ? (b) 
vz + uz, =p; ) 

Pour la troisième , 
væ- vx, =K -pmf 
vyr, = YEN, 
va + vz, =p'pl. 


(c) 


a 


Il ne s’agit plus que d'éliminer entre ces équations 
les inconnues qu'elles renferment pour avoir les va- 
leurs de celles de ces inconnues qui sont nécessaires à 
la détermination de l'orbite de la comète. Or nous 
avons vu n°34, livre Il, qu'il suffisait pour cela de 
connaître les trois distances f°, p, p’ et les trois rayons 
vecteurs Correspondans 7°, r, r'; en éliminant donc des 
neufs équations précédentes les six inconnues x, y, Z, 
2,7, Z, On parviendra à trois équations finales entre 
F°, Ps P, au moyen desquelles on déterminera leurs va- 
leurs. Celles de 7°, r, r seront données chacune par 
une équation semblable à l'équation (3) que fournira 
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chaque observation, et l'on pourra par conséquent 
résoudre ainsi complètement la question. C’est de 
cette manière que Lagrange a traité le premier le 
problème de la détermination des orbites des comètes 
d’après trois observations; mais cette méthode, qui 
semble d’abord la plus simple, est sujette dans les 
applications, surtout quand on veut pousser un peu 
loin la précision, à quelques difficultés qu'il nous a 
paru convenable d'éviter, ce qui est aisé en choisissant 
pour déterminer l'orbite de la comète les six quantités 
L, Y, Z, Liy Jis 2,9 au lieu des six quantités f°, fP, 
pr, r, r’. Nous avons vu en effet qu'au moyen de 
ces valeurs l'orbite pouvait être parfaitement fixée de 
grandeur et de position, et que c'étaient même les 
données les plus commodes qu'on pùt choisir pour 
cet objet; nous prendrons donc ces quantités pour 
les inconnues dont il s'agit de trouver la valeur, et 
nous éliminerons des équations précédentes les dis- 
tances f°, p, p’ qui ne feraient qu'embarrasser notre 
marche. Nous parviendrons de cette manière à la so- 
lution la plus simple et la plus exacte peut-être qu’il 
soit possible de donner du problème qui nous occupe. 
Si des équations (a), (b), (c) on élimine les trois in- 
connues f°, P, f, On aura 


` 
t 


mz =p. (x — X), nz=p.(y— Y), 
m°. (vz uz) =p°.(vxz+ux — X’), / 
ni. (vz 0z) =p’. (a o) > (4) 
m'.(v'z+u'z)=p' (veux — X), \ 
n'.(v'a+u'z)=p'(vy ur, —X.. ) 


Si dans ces quatre dernières équations on substitue 
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pour x et y leurs valeurs en z, qu'on élimine ensuite 
x, ety, entre les équations résultantes, qu'on fasse 
vu — v'u = v”, et que, pour abréger, on suppose 


X'u— Xv HX" =L, Yu— Yu + Yu"=T/, 


on aura les deux équations suivantes 


vv’. (m'p°-m°p').z, =[v u". (m° p-mp°).p'-v'u-(m p-mp'): pl 
—=pp.L, 

uv'.(n’p°-n°p").2,=[vu'.(n°p-np°).p-v'u.(n'p-np") .p°] =. 
— pp. Ù, 

Si de ces équations on tire les valeurs de z et de z,, et 

que pour simplifier on fasse 


a= Comp = mp) (n'p°—n°p")— (m p°— mp") (np—np°)] 
S (nn — mn). p? + (mr! — m'n?) .p + (n? — mn). p’, 
on trouvera 
Av" = (np —np").p.L—(imp°—mep).p.L', (5) 
Auv'u".z,=[vu".(n°p-np°).p=v'u.(i'p-np)p]L Vg 
` £ £ "4 + £ $ (6) 
—[vv .(mp-mp°).p' -v v.(m p-mp'). p°]. L. { 


Si l’on élimine entre les six équations (4) les quatre 
inconnues x, ÿ,7,, Z, €t que pour abréger on fasse 
# 


n n° n° n 
X'u. 7 Xv’. +X (sv. M vo EM, 


m° A 


pa t CA P ' p° 
Xu. = Kev’, À +X(v i 


m? 


(4 
A A 
m 


on aura les deux équations suivantes 
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uv’ (mn =m n?) x =[vu".(mn°-m°n).m—v'u.(mn-m! n).m?]5 
+ mm. (M — L’),' 

uv .(mp'= m'p?) -x= [vu’.(mp°-m°p).m'—v'u.(mp-m'p).m°] z 


+ mené M. 


Si lon élimine entre elles inconnue z, on aura pour 
déterminer x, 


Auv'u".x =[vv" (mn? —mon).m—v'u.(mn—m'n).m°].M } 
= [vv Cnp°-m°p).m'-v'u.(mp-mp).m°].(M-1) J (7) 


De même en changeant dans cette équation x, en y,, 
m,m, m enn’, n, n, et réciproquement, et en fai- 
sant pour abréger 


ji 2. You. Y (ur. S vu EN Q 


14 
l'UE 


n 


veu Ë + (ot: Lee vo EN’, 


n° 
on trouvera pour déterminer y, 5 


A.uv'u".7 ={vu'.(nn°—m°n).n—v'u.(mn— m n).n°].N° 
— [vv (n° p—np°). n vu, (n p—np').n°].(N-L). } (9) 


4. Nous voici donc parvenus à exprimer sous forme 
linéaire les six quantités x, y, Z, x&,, Fs Z, qui 
doivent servir à fixer l'orbite de la comète en fonc- 
tion des quantités v, u, v’, uv’, et de quantités 
toutes connues. Les valeurs de v, v, v’, v’, sont, 
comme nous l'avons vu, données par des séries qui 
procèdent suivant les puissances ascendantes du temps 
et qui renferment de plus les trois indéterminées 
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rdr ds k 
rns= z t + Il faut donc connaître encore les 


valeurs de ces quantités avant de pouvoir faire 
usage des formules précédentes. Or la première peut 
aisément se déterminer au moyen de l'équation (3) 
du n° 2; en effet, si l'on substitue dans cette équa- 
tion pour f sa valeur en z donnée par la troisième 
des équations (a), qu'on compare ensuite l'équa- 
tion résultante à l'équation (5), on aura deux 
équations entre les deux inconnues r et z, d’où 
l'on pourra toujours conclure par l'élimination la va- 
leur de chacune d'elles. Quant aux deux autres indé- 
ds 
dt 
disparaître la première de ces formules, et la seconde 
wy sera pas introduite par la substitution des valeurs 
de v, u, v^, v’, lorsqu'on ne poussera les ap- 
proximations que jusqu'aux carrés du temps, ce qui 
suffira dans presque toutes les circonstances; nous 
pouvons donc ne pas nous en occuper ici, et regarder 
les formules précédentes comme très propres à ré~ 
soudre entièrement la question que nous traitons. 

Pour développer ces formules, reprenonsles valeurs 
de V et de U données n° 32, livre IL. En ne poussant 
lapproximation que jusqu'aux quatrièmes puissances 
du temps {, on a 


terminées set~, nou$.donnerons le moyen de faire 


RL sË (ds bs? Ei t4 
ben cor l a a E, 
U 8 stt = 

SL TE r , 


En faisant successivement l = — 8 et 4 =8/, on aura 
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les valeurs des quantités que nous avons représentées 
par v, u, v’, uñ On trouve ainsi, en rejetant les 
termes inutiles, 


WA, 62 50? Pit de PR 

MNT Sn” PRE Tr ral? 
65 FL b i (a 504 

Brant gwraig a A e 55 


et comme v"=— vu'— v'u, Oon aura 


UE: JE s (8—0. +0) 


R 
"=b E 


Pour donner à nos formules toute la simplicité 
qu'elles sont susceptibles d'acquérir, il convient d'ex- 
primer les coordonnées X°, Y°, X', Y de la Terre, qui 
se rapportent aux observations extrêmes, en fonction 
du temps, et des coordonnées X, Y relatives à lé- 
poque où l’on compte ¿= o. Nous supposerons donc 


X°=VXHUX,, X'—V'X EUX, 

Ye-= VY + UY, Y = VY UY, 
en faisant, pour abréger, X, Hs V= et 
en désignant par V, U, V', U’ des fonctions sem- 
blables à celles que nous avons nommées v, u, v',u’, 
et qu’on obtiendra en faisant successivement 4——4, 
t= 6" dans les équations (m), après y avoir changé r 
en R ets en S; on aura ainsi 


19 ge sy A g sy: 
V=i- E Væ E 2R? ? 
63 S44 gs S04 
U = — A E e ne 
7 0 GR T 4R°”? Le. 6R? © 4R$° 
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Pour abréger, nous supposerons dans ce qui va suivre 
U'= Vu/— Vu, U’'= Uv — Ur. 
Les valeurs précédentes donneront donc 


vu ve 0H) VHO SO SPAS aa 
=ý +0- al = Gr -ef 2h mn) LC à 9 


y'= 667, (6° — 62) hat VV 
AT Ce Ee Ri’ 


et par suite 


tvm 040) TRUE 
Uis (5 R? Ona (5-0); 


Nous supposerons de plus 
vw vuo=v, Vv V'u=V", Uv'+Uv=V. 


Mais dans ces quantités nous n’aurons besoin que de 
considérer les termes du troisième ordre; on trou- 
vera ainsi 


Mu 03 f 
EL (8-8) ye 


pp D ve EC, ve, 
d'où l'on tire 

M PEU à = 

LÉ en CC 


Il ne s’agit plus que de substituer à la place de X°, 
Y°, X’, Y’ et des quantités v, u, v’, etc., leurs va- 
leurs dans les fonctions que nous avons désignées par 
L,L,M, M,N eN. 
5. Nous considérerons d'abord le cas particulier où 
Tomaz Il. 2 
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les observations sont supposées faites à des intervalles 
de temps égaux, parce que les formules qui résultent 
de cette hypothèse acquièrent une grande simplicité, 
et qu’on peut d’ailleurs y ramener le cas général en 
calculant trois observations équidistantes par des in- 
terpolations faites entre les observations données. 

Si l’on remplace X°, X’, Y°, Y’ par leurs valeurs, 
les expressions de L et L’ deviennent 


L=(v—U0”).X+EU/.X,, 
L'= (07— U").Y +U/.Y 


Dans le cas particulier où 8 = b’, on a 


Ay Fr g5 
v = 2 — 35) U" = 26 — 3,3 ~n 
et U” = o. Si pour abréger on fait 5 — i =ç, on 


aura par conséquent 
L = — oX, L'= — BoY. 
On trouverait de la même manière 


Ur. 


T. 


M=| (v =v je. ZV -v = X+(U'u. 2- 
Si dans cette équation on met pour V, V', U, U', v, 
v’, u, V' leurs valeurs et qu’on néglige les termes du 
cinquième ordre et des ordres supérieurs , on trouve 
aisément 
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On aurait semblablement 


osi i ENX He, (£= 6)-X, 


2 
N=. (Z2. (EUX, 
N r, (EEN -i (EE) Ny 


Si l’on substitue pour L et L' leurs valeurs dans l’é- 
quation (5), qu'on remplace ensuite z par sa valeur 
dans les deux premières équations (4), on aura 


t=X+T [(a°p'—n'p°).m.X—(mp—m'p°).m.Y], 
JT =Y+ m, (n°p'—n' p°) ne X—(m°p'—m'p°).n: Y], 
s= Z .[(rp'—n'p).p-X—(mp'—m'p°).p. Y]. 


Lestrois équations (6) , (7), (9), ensubstituantpourL, 
L’, M, M, N, N', leurs valeurs, donneront de même 


a era m° + (np — np°) . m’). =) 
— [m p—mp').m+ (mp — mp°).m']. ¥ 
rt (rés aT. n° + (np — np°) . n]. 5, 
raai n°+(mp—mp).n'].Y 
Hy [Lap — np') .p° + (np — np). p]. XE 
t—C(m'p—mp").p°4-(m°p —mp°).p'].Y 
Si l'on remplace maintenant dans ces formules les 
lettres m°, n°, p°, m, n, p,m,n',p'par les valeurs 


qu'elles représentent, et que pour abréger on fasse 
7. 
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C° = tangb . sin(A — a) — tang D’. sin(A — a), 
C = tangl’.sin(A—a°)— tang b°. sin (A — a’), è (C) 
C = tang b°. sin (A — a) — tang b . sin(A — a°), 


et 
D=tangb" .sin(a'—a) +tangb .sin(a°-a')-+tangb' .sin(a—a°), (D) 
ce qui donne 
A == — cosb° cos b cosb' . D; 
qu'on substitue pour X et Y leurs valeurs 
X=R.cosA, Y—=R.smA, 


on trouvera après des réductions faciles 
Ra n 
x =X+ SD : Ccosa, 


Rz’ à 
y= Y+ PD .Csina, 


—_ .Ctangb, 


A me D 


À 
x, =X + / * ; 


. (C° cosa? — C' cos a), 


=y + zp : (Csina — C'sina’), 


pas a .(C°tang b°— C'tangb”); 
formules d’une simplicité remarquable. En leur joi- 
gnant l'équation (3) du n° 2, on aura tout ce qui 
est nécessaire à la détermination des valeurs des six 
quantités £, Y, Z, Liy Fj Zp 

6. Si lon substitue dans la troisième pourz sa valeur 
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fsin b, et pour ø la quantité qu'elle représente, cette 
formule donnera 


2 2RÉC {2 IN 
PT 3Dcos8 KR) soi 
En faisant donc, pour abréger, 
REC 
~ 2Dcos b? 


on aura pour déterminer les inconnues p.et r les deux 
équations 


1 i 
i L E e h (B) 
r =R’— p. (2R cosC)+p*. 


On pourrait éliminer entre ces équations l’une des 
inconnues qu'elles renferment; "en substituant, par 
exemple, dans la deuxième à la place de p sa valeur, 
on parviendra à une équation finale du huitième de- 
gré en r, mais quif’abaissera d'elle-même au septième. 
Cette équation, résolue par approximation, donnera la 
valeur de r; mais il est plus commode dans les appli- 
cations de conserver les deux équations (B), et de dé- 
terminer simultanément la valeur de p et de r par la 
méthode ordinaire des fausses positions. 

Quand les valeurs de p'et de r seront connues, on 
aura aisément celles des six quantités x, y, 2, 2,7, 
z, par les formules (A), et l’on en conclura celles des 
élémens de l'orbite par les formules du n° 29, livre Il. 

7. Le grand axe est donné par l'équation 


2 1 
a ' 


www.rcin.org.pl 


22 THÉORIE ANALYTIQUE 
Si l’on suppose que l'orbite de la comète est une pa- 
rabole, on aura Ż = 0, et l'équation précédente de- 


viendra 
xs). (11) 


On aura ainsi une nouvelle équation qui pourra 
servir à déterminer le rayon vecteur r ou à vérifier 
les valeurs obtenues par les formules précédentes. Il 
sera bon de l’employer à la place de l'équation (10), 
parce qu'elle a l'avantage de ne pas contenir la quan- 
tité D qui est très petite du troisième ordre par rap- 
port à l'intervalle de temps 6, comme nous le ferons 
voir plus bas, de sorte que les erreurs des observa- 
tions peuvent avoir sur elle une influence sensible. 
Pour la faire disparaître de même des formules (A), 


je remarque que l'équation (10) donne 


Rð €. cosb 

Mat- C6 
Les trois premières équations (À) deviendront donc 
ainsi 


x = X + p.cosb;cosa, 
X Y + p.cosb.sina, i (12) 


Z p.sin à, 


a 
Eas 


valeurs qui cóincident d’ailleurs avec celles du n° 2, 
et les trois dernieres donneront 


g, = R, A ae b 
A s le 
3, = tam b (C* tang b’— C tang b’). 


{ 


„(C° cos a°— C'cos a’), 


. cos si 


.(C° sin &— C' sin 4’), »(13) 
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Si, pour abréger, on suppose 


cos à 
F = “2. (Ccos a° — C' cos a'), 


= .(C°sin a° — C' sin 4’), 
H= ie .(C'tang b°—- C'tang b'), 


les valeurs précédentes deviennent 


x,= X 4 Ep; ) 
7 =Y+Gr | GA 
7 H.p. ) 


Si l’on élève au carré chacune de ces valeurs, et 
qu’on la substitue ensuite dans l'équation (11), on 
aura 


ZX: Vi ap. (FXGY) pe (EG). (15) 
Cette équation, jointe à l'équation 


= R°— p.(2R cos c) + p*, (16) 


que l’on obtient en ajoutant de même les carrés des 
valeurs de x, y, z, servira à déterminer les deux in- 
connues p et r. 

Si entre ces deux équations on éliminait r ou p, 
l'équation résultante serait du sixième degré; mais, 
comme nous l’avons dit, il vaut mieux, pour les ap- 
plications, laisser ces équations sous cette forme , et 
les résoudre par les méthodes ordinaires d'approxi- 
mation. 
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Pour diriger les premiers calculs, remarquons que 
la seconde de ces équations peut se mettre sous cette 
forme, 


E 
r° == Rê sin C+(p—R cos c' ; 


par conséquent r est toujours plus grand que Rsinc. 
Désignons par S la valeur minimum de la fonction qui 
forme le second membre de l'équation (15), (valeur 

LA A N Pas F GY 
qui répond à la supposition de p = mr) la 
fraction s sera plus grande que S; on aura donc à la 


foisr>R etr < Š, Il suffira, avec ces limites, de 


quelques essais pour satisfaire aussi exactement qu'on 
voudra aux équations (15) et (16). 

Lorsque les valeurs de r et de p seront connues, 
on aura immédiatement celles des six quantités 
X,Y, Z, X), Yı Z, au moyen des équations (12) 
et (13); et c'est un des principaux avantages de la 
méthode que nous venons d'exposer, qu'elle réduit 
au plus petit nombre possible les équations qu'on est 
obligé de résoudre par tâtonnement, de manière que 
les inconnues qui y entrent une fois déterminées, les 
autres inconnues du problème s'en déduisent d'une 
manière facile par des formules rigoureuses. 

8. Il ne nous reste plus, pour faciliter l'usage des 
formules précédentes, qu'a montrer comment se cal- 
culent les différentes quantités connues qu’elles 
renferment, et qui dépendent, soit des lieux du So- 
leil dans l'écliptique , soit des données l'observation. 
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Commencons par les premières. Les tables du So- 
leil feront connaître le rayon vecteur R, et la lon- 
gitude de cet astre pour l'instant qui répond à l’ob- 
servation moyenne. Si de cette longitude on retranche 
deux angles droits, on aura la longitude correspon- 
dante de la Terre ou langle A. Quant aux quatre 
quantités X, Y, X,, Y,, qui dépendent du mouve- 
ment de la Terre dans son orbite, les deux premières 
se calculent sans difficulté, puisqu'on a 


X=R.cosA, Y=R.sinA. (h) 


Soient maintenant, pour une époque quelconque, 
peu éloignée de celle de l'observation, e lexcentri- 
cité de l'orbite terrestre et w la longitude de son 
périhélie; désignons par v la longitude héliocen- 
trique de la Terre , par r son rayon vecteur , et par x 
et y ses deux coordonnées rectangulaires. L'origine de 
ces trois dernières quantités étant au centre du Soleil, 
on aura 


Æ =r. COSV, J =r Amt, 


d'où l’on tire, en différenciant , 


L’équation de lellipse, en prenant pour unité, 
n° 22, livre Il, la moyenne distance du Terre au 
Soleil, donne 
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ve 1—e 
T i + e.cos (v — a)’ 
et en différenciant 
dr _e.sin(v—«) rdv 
dt — 1— e° WE 
On a d’ailleurs, par la nature du mouvement ellip- 
tique n° 20, livre IF, 


par conséquent 


dr __e.sin(v— a) rdv _Wi—e 


dang copier vtr aA 


Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (4), et 
qu'on suppose ensuite é—0, ce qui donne = À, 
r= R, on aura 

e . sin (À — «). cos À 


"EN V1 —e, sin A iM 


g R Vi—=e 
fie. . sin (A — a) . si 
Y, — V 1 — e°. cos A pre sin (A — ø) „SinA 
R Vi—=a 


Ces équations jointes aux équations (%) donneront 
les valeurs des quatre quantités X, Y, X,, Y,; on en 
tire aisément 


À + Y'= £ SL : 
XX mya serein (img (2) 
4 mr ne : 


V 1 —e° 


relations qui nous seront utiles dans ce qui va suivre, 
et qui d’ailleurs résultent directement des formules 
différentielles du mouvement elliptique. 
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Si l’on néglige le cube de l'excentricité de l’orbe 
terrestre, qui est une très petite quantité, on aura 


X, = (ES). sinA—+e.sin(A—«).cos A, la 


HS (=): cos A + e. sin(A — w).sin A. À 
Ces formules donneront avec une exactitude suffisante 
les valeurs de X, et Y, lorsqu'on y aura substitué pour 
e et w les nombres que ces lettres représentent , et qui 
dépendent de lathéoriedela Terre. Ainsi, parexemple, 
l'excentricité de l'orbite terrestre au commencement 
de 1801 était de 0,01685318, et la longitude du pé- 
rihélie à la même époque était de g9° 30/5"; on aura 
donc pour les temps voisins de cette époque 


w—99°305", log. ( R ) = 9.9999584 — log R. 


L’excentricité e diminue de 0,000041809 par siècle, et 
la longitude w augmente de 1'2” à peu près par an. 


Enfin, on peut observer gui en yerin des équations 


(i), on a entre les quantités 


et e. sin(A — w) 


la relation suivante, 


. 
— 16 


=) +e sin (A — u) =? Feu 


Si l’on voulait négliger le carré de l'excentricité de 
l'orbite terrestre, ce qu'on peut se permettre sans 
erreur. sensible, le calcul des quantités X, et Y, en 
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deviendrait encore plus simple, et pourrait même se 
faire immédiatement en n’employant que les données 
des tables. En effet, soit R’ le rayon vecteur de la 
Terre lorsque sa longitude A augmente d’un angle 
droit, on aura 
1 — e’ 
RE Ten Ge) 

d'où l’on tire 


1% R'—1 Le 
e. Sin (0 — w) = ee 


On aura donc simplement, en omettant les termes de 
l’ordre e*, 


X=- i .Sin À +) . cosA, 
Y= T . cos À +57) .sinA. 


La détermination des quantités C°, C, C', F, G, H, 
qui dépendent des observations , n’offrira aucune dif- 
ficulté d’après la forme très simple que nous leur avons 
donnée; il suffira d'y substituer pour 4°, &°, a, b, a, 
D’ les valeurs des trois longitudes et des trois latitudes 
observées. 

Quant à l'expression du temps qui entre dans les 
formules précédentes, il faut remarquer qu'ayant pris 
pour unité la moyenne distance de la Terre au Soleil, 
le temps doit être représenté par les arcs du moyen 
mouvement solaire, conformément à ce que nous 
avons dit n° 22, livre IL. Si Pon suppose donc que les 
intervalles 4 sont donnés en jours et en parties déci- 
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males du jour temps moyen, comme cela a lieu 
ordinairement, il faudra, pour l'homogénéité des for- 
mules, multiplier 8 par l'arc que parcourt en un jour 


le Soleil en vertu de son mouvement moyen, cet arc 
étant lui-même réduit en parties du rayon. L'année 
sidérale est de 365/,25638; si l’on Pret Sin # le 


rapport de la circonférence au diamètre == sera 


DE s5638 
l'arc du moyen mouvement du Soleil en un jour, par 
lequel on doit multiplier le temps, c’est-à-dire qu'il 
faudra ajouter au logarithme de 6, exprimé en jours 
moyens, le logarithme constant 8,2355821. 

9. La forme des valeurs précédentes de X, et de Y, 
permet de faire subir aux formules (14) et (15) quel- 
ques modifications qui rendent leur usage encore plus 
commode. En effet, si l'on suppose 


P= [Csin (A — a°)— C'sin(A — a’\], 
= ae . [C° cos (À — a°) — C'cos(A— a')], 
H= “Co i . [C° tang 2° — C' tang b], 

les valeurs de x,, Y,, Z,, pourront prendre cette 


forme 


x, = X, + (P sin A +Q cos A). p, 
J, = Y, — (P cos A — Q sin A). p, 
zH. P: 
En substituant dans ces expressions, à la place de X, 


et Y,, leurs valeurs données par les équations (7), on 
aura 
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r= (P.e — 


: w sin A +Q. ¢—e-sin(A—a)] cos A; ) 


e= cosA +[Q. ę—e.sin(A—ø)].sin A. (( (17) 


zA =r €: 


Si l’on élève au carré ces valeurs, et qu'on les ajoute, 
l'équation (11) deviendra 


ge [ PRÉ Quesin(as) HeH). (18) 


Cette équation, jointe à la suivante, 

r = R — p.(2R cos c) + P’, (19) 
donnera la valeur des inconnues , d'où dépend la dé- 
termination des six quantités £, Y, Z, X, js 2, 

C'est à ces dernières formules qu'il convient de 
s'arrêter, comme étant les plus simples que lon 
puisse employer pour les applications numériques. 
Les quantités P et Q sont, comme on voit, aussi 
faciles à former que les quantités F et G que nous 
avions introduites dans les formules (14) et (15), et 
leur emploi offre l’avantage qu’il dispense de faire un 
nouveau calcul pour déterminer X, et Y, Au reste, 
comme ces formules ne diffèrent entre elles que 
par leur forme, ce que nous avons dit sur l'usage 
des premières s'applique identiquement aux se- 
condes. 

Enfin, pour faciliter autant que possible les opé- 
rations du calculateur, nous remarquerons que, 
comme on est libre de choisir à volonté la ligne 
d'où l’on compte les longitudes sur le plan de lé- 
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cliptique, on peut prendre, pour cette droite, le 
rayon mené de la Terre au Soleil à l'époque de lob- 
servation moyenne ; On aura la longitude de la comète, 
par rapport à cette ligne, en retranchant l'angle À 
de chacune des longitudes a°, a, a. On détermi- 
nera, au moyen de ces longitudes factices, les va- 
leurs de x, Y, 2, x,, Y,» Z, et il suffira, pour en 
déduire les élémens de l’orbite relatifs l’équinoxe 
vraie, d'ajouter langle A à toutes les longitudes qui 
en résulteront. Or, l'hypothèse précédente donne 
A = 0, et par conséquent, sin Å ==0 et cos A= 1. 
Les valeurs des six quantités £, Y, Z, &,, Jis Zy? 
se réduiront ainsi à cette forme très simple, 


x=R + p .cos(A — a). cosb, | 
y= — p .sin(A — a). cosb, 


oe P. sin b, ci 
x'= [Q.p—e.sin(A —w)], (20) 
y=. — ? 

ZIE 


Quant aux fonctions que nous avons désignées par 
C°, C, C’, D, et aux quantités F, G, H, ou P, Q, H 
qui s’en déduisent , il est visible qu’elles ne changent 
pas de valeur par la transformation précédente, et 
qu'elles pourront servir, dans tous les cas, de quelque 
manière qu'on les calcule. 

ro. Voici donc, en résumant ces différens résultats, 
la marche la plus simple à suivre pour déterminer, 
d’après trois observations équidistantes, l'orbite d’une 
comète. Connaissant les trois longitudes 4°, a, a! et les 
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trois latitudes correspondantes b°, b, b’ de la comète, 
ainsi que la longitude A de la Terre dans son orbite, et 
le rayon vecteur R, relatifs à l'observation moyenne, 
on commencera par calculer les trois quantités C°, 
C, C' par les formules (C), et l'on déterminera, 
par leur moyen, les trois quantités P, Q, H. On 
formera ensuite les équations (18) et (19), et en les 
résolvant par approximation, on aura les valeurs de 
ret de f, à l’aide desquelles on trouvera celles des 
six quantités x, y, 3, ıs Y, 3, par les formules (15) 
ou (20). Ces quantités, une fois connues, les élé- 
mens de l'orbite seront donnés par les formules du 
n° 29, livre I. 

Il ne faudra pas perdre de vue, lorsqu'on fera 
usage des formules précédentes, qu'elles ne sont 
exactes qu'aux quantités près de l’ordre 65, et que 
par conséquent les intervalles de temps doivent être 
assez courts pour que les séries (m) soient conver- 
gentes, sans cependant être trop resserrés , parce que, 
dans ce cas, le mouvement géocentrique de la co- 
mète étant trop petit, les erreurs des observations 
ont une plus grande influence sur les résultats. En 
prenant généralement des observations dont les deux 
extrêmes soient séparées par un intervalle de temps 
qui n'excède pas dix à douze jours, on satisfera à la 
première condition sans tomber dans l'inconvénient 
d'opérer sur des observations trop rapprochées. 

11. Puisque le problème de la détermination de l’or- 
bite parabolique des comètes contient en général plus 
d'équations que d’inconnues, il est clair qu’on pourra 
donner, pour le résoudre, une infinité de méthodes 
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en combinant de différentes manières ces équations 
entre elles. Toutes ces méthodes donneraient des ré- 
sultats également exacts, si l’on pouvait compter sur 
les données fournies par l'observation; mais comme 
leur précision n’est jamais rigoureuse, il faudra, 
parmi les combinaisons qu’on peut faire des équations 
primitives du problème, choisir celle qui emploie 
le moins de ces données , et qui, par conséquent , est 
plus exempte que les autres des erreurs des observa- 
tions. Il est bon, pour éclairer cette question, de 
faire quelques remarques sur la signification des 
quantités que nous avons désignées par D, C°, 
C, C. Considérons, pour cela, le triangle sphé- 
rique formé par les arcs de grand cercle qui joi- 
gnent les lieux de la comète dans les trois obser- 
vations données ; soient C°C, CC’, CC’, les trois 
côtés de ce triangle, et désignons par C', C, C° Jes 
angles respectivement opposés. Les trois quantités 
m°, n°, p° représentent les cosinus de l’angle que fait 
le rayon f° mené de la Terre à la comète avec les 
troisaxes coordonnés; les quantités mm, n, p et m’, n', p’ 
représentent les mêmes cosinus, relatifs à la seconde 
et à la troisième observation; on aura donc par les 
théorèmes connus, 


cos (C°C)=m°m4n°n+pp, cos(CC) =m m 2 nr App 
cos (CC) — mm + nn pp š 


ou bien, en remplaçant dans ces équations m°; n°, 
p°, etc., par leurs valeurs n° 3, 
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cos (C° C) = cos (a°— x ) cos b° cosb + sinb°sinb, 
cos (CC )= cos (a —a')cos b cos b'+sinb sinb’, 
cos (C'C°) = cos (a! — a°) cos b° cos b'-+ sin b° sin b’. 


Reprenons maintenant la valeur de A , numéro cité, 
A—(m'n—mn).p+ (mn —m'n).p + (mn°— mn). p. 


Si l'on élève au carré cette quantité, on pourra 
écrire ainsi le résultat 


A = (m°? 4 n°3 p93) (m° -F n'°+p") (m°+ n°+ p’) 
+2(m°mEn°n+4pep}. (mMm nn App). (nm Anri +pp) 
— (m? p n4 p”). (mmn + pp) 

— (nt net p). (mm n H pp Y 
— (m° 4 n°4 p”). (mm + n°n +p°p)}, 


équation qui se vérifie, en effet, en la développant. 
Or, on a, entre les quantités m°, n°, p°, ete., ces 
équations de condition 


mn pS, mtp, mA rpn; 
ou aura donc. simplement, 


A* = 1+2. cos (CC). cos (C°C').cos(CC') 
—cos?(C°C)—cos?(C°C) — cos? (CC). 


AS a PT) 
cos b°. cosb .cosb’ 
voit donc que la quantité D n’est qu’une combinai- 
son particulière des élémens du triangle C°CC' inter- 
cepté sur la surface de la sphère par les trois lieux de 
la comète, et qui résulte entièrement des observations. 


On peut donner à la valeur de A une autre forme 


On a d’ailleurs, n° 5, D = — 
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qui a l'avantage de montrer de quelle manière cette 
quantité participe aux erreurs dont elles sont affec- 
tées. Pour cela , remarquons que l'angle C° du triangle 
C°CC' étant opposé au côté CC, on a 


cos (CC) — cos (C°C). cos (C°C") + sin (C°C).sin (C°C'). sin C°. 


Si l'on substitue cette valeur dans l'expression de A° 
et qu'on extraie la racine carrée, on trouve 


A = sin (C°C). sin (C°C”). sin C?, 


équation où l’on peut d'ailleurs changer C° en C ou 
C° en C’, et réciproquement. 

Il est évident maintenant que si les observationssont 
très rapprochées, comme on est obligé de le supposer 
pour faciliter la détermination des orbites des comètes, 
les ares CC et C°C seront fort petits et langle C° 
différera peu de deux angles droits. La quantité A, et 
par conséquent D, sera donc une très petite quantité 
du troisième ordre sur laquelle les erreurs des obser- 
vations auront la plus grande influence; il faudra donc, 
comme nous l'avons déjà dit, éviter autant que pos- 
sible l'emploi de cette quantité. On peut remarquer 
encore que la valeur de Dserait rigoureusement nulle, 
sı C° était égal à deux angles droits, c’est-à-dire si le 
lieu de la comète dans la troisième observation, 
se trouvait dans le plan du grand cercle mené par 
les lieux de la première et de la seconde observation; 
et l’on sait en effet que pour que trois points dont 
les longitudes respectives sont a°, a, a’, et les lati- 
tudes $°, b, b’, soient situés dans Je plan d’un même 

dr 
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grand cercle, il faut qu'on ait l'équation de con- 
dition 

tangb. sin (a°—a)-}tang b°.sin(a"—a)+tang d".sin(a—a°)=o. 


Passons aux quantités que nous avons nommées 
C, C°, C’, et commençons par la première. Si l’on 
considère le triangle sphérique SC°C’ formé par les 
arcs de grand cercle qui joignent les lieux du Soleil 
dans l’observation moyenne, et ceux de la comète 
dans les observations extrêmes, il sera facile de voir 
que C est une fonction composée des élémens de ce 
triangle, de la même manière que D se forme des 
élémens du triangle C°CC'. Il suffit, pour s’en con- 
vaincre, d'observer que la valeur de C se déduit de 
celle de D en remplaçant , dans cette dernière, les 
quantités qui se rapportent à l'observation moyenne 
de la comète par celles qui dépendent de la position 
du Soleil à la même époque. Si l'on suppose donc 


T=sin(SC).sin(SC').sins , 


C sera du même ordre que I, et l’on aura 


r . 
cos b°.cos b' ? 


C = — 


on aurait des expressions semblables pour C° et €, 
en considérant les triangles sphériques SCC’ et SC°C. 

On voit, parconséquent, que les quantités C°, C, C’ 
sont simplement du premier ordre; elles dépendent 
d’ailleurs en partie des lieux du Soleil, qui peuvent être 
regardés comme exacts, puisqu'ils se calculent par 
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* les tables : on doit donc les employer de préférence 
à la quantité D qui est du troisième ordre, et qui ne 
dépend que des données de l’observation, ct c’est 
par cette raison que nous lavons tout-à-fait rejetée 
dans la méthode exposée plus haut. 

12. Il faut observer cependant qu'il y a des cas où 
cette méthode elle-même peut conduire à des ré- 
sultats incertains? ce sont ceux où les lieux de la 
comète, dans deux des trois observations, sont si- 
tués à peu près dans le même plan que le Soleil à 
l’époque de l'observation moyenne. On voit, en 
eflet, que cette circonstance. rend très petite l'une 
des quantités C°, C, C', et elles ne peuvent plus alors 
être déterminées avec assez de précision. Le seul 
moyen de remédier à cet inconvénient , qui est sur- 
tout très grave relativement à la quantité C qui 
entre dans les dénominateurs des valeurs de F, G, 
H, P, Q, scrait de recourir aux équations primitives 
(4) et de chercher à en former une combinaison 
nouvelle par laquelle on pút éviter de faire usage de 
ces quantités; mais les formules qu'on obtient ainsi 
conduisent à des calculs beaucoup trop longs et trop 
compliqués pour que la pratique puisse s'en accom- 
moder: Ce qu'il y a donc de plus simple à faire dans 
ce cas, Cest de choisir trois nouvelles observations 
pour déterminer l'orbite, ou si l'intervalle qui sé- 
pare les observations extrêmes sur lesquelles on 
opère ne permet pas, par son peu d'étendue, dévi- 
ter l'embarras dont il s’agit, de regarder les élémens 
obtenus’ par la méthode précédente comme ‘une 
première approximation des vrais élémens, et de les 
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rectifier ensuite, d’après l'ensemble des observations, 
par les méthodes ordinaires. 

13. Nous allons maintenant considérer le cas général 
où les observations données sont séparées par des 
intervalles de temps quelconques, mais que nous sup- 
poserons toujours peu considérables. Reprenons les 
quatre équations (5, 6, 7 et 9), n°3: si pour simplifier 
les calculs on suppose 


L —cotb°.cosa®, L= cotb.cosa, l'—=cotb'.cos a’, 
hk°= cotb°.sina®, h—cotb.sina, kW = cotb'.sin a, 
J-=tinge a" S Stanga, f = tanga’, 


p 
i tang b° w% tang b e À tang b' 
Ə cos a° ? Ə cos a ? o cosa? 
e =cota’, c = cota, c' = cota, 
p — tang be d = "8 b g tm b 
ET in a ? Frame OCNA 


ces équations pourront s’écrire ainsi, 


den nt nt IL Pay A 
a. vuu". z, == [vv . (h° — h) — vu. (h—h)]. L 
— [vv . (1—2) — vuv. (č =D). L, 
A" uoo" a = [vu Ge =E evo M (21) 
— [vv gg) vv (g—8)] (M= LY. 
A E AA vu. CO a A A C . N° 


—[wv'.(d— d)—v'u.(d—d)].(N—L), 


en faisant, pour abréger, 


à á —à 

A! —= A’ == A7 = 
7 0 FL? FR AT 19 ON 
P PP m mm nnn 


Développons ces formules pour en déduire les -va- 
leurs des six quantités x, y, 2, Zi Jr 3, Afin d'évi- 
ter toute opération inutile, nousremarquerons d’abord 
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que le produit uu’u” étant du troisième ordre par 
rapport aux intervalles 8 et 6}, si l'on veut avoir seu- 
lement dans les valeurs de x, y, etc., les termes du 
premier et du second ordre par rapport au temps, il 
suffira de conserver dans le développement des équa- 
tions précédentes les termes du cinquième ordre in- 
clusivementqui,parladivision, s’abaisserontausecond, 
et l’on pourra négliger tous les autres. Or, les coeffi- 
ciens des quantités représentées par L, L', M, M’, N, 
N’ étant au moins du premier ordre, il suffira d’avoir 
égard dans le développement de leurs valeurs aux 
termes du quatrième ordre. Cela posé, si pour abré- 
ger on fait 


+0 98 1 1 
PUR AC SEL. 


et qu'on suppose 
T br 
X=(: — o À ie à, 
r a 
Y=(-— 0e) NH, 


on trouvera par les valeurs de Let L’, donnéesn°5, 


L=—3,.6000.X,, L'——2,606".Y,. 


La première des équations (21), en y substituant ces 
valeurs et en divisant les deux membres par 28", de- 
viendra 


sm TE). Yi), Xi]: 


me imm  — 
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Quant à la seconde, remarquons que les quantités 
Let L’ étant du troisième ordre, il suffira de conser- 
ver dans leurs coefficiens les termes du premier et du 
second ordre en 8 et 8’; on trouve ainsi 


VU) Vu (A — h})= 0. Oh) +0 .(h— 2) 
=" (44h —ah)40", (ho —x), 
vv. (L— D — vu. ED =0. (L —) +8. (C — D 
=b". (Ha) 48". (PT). 


En observant donc que uu'u/ = — 2698", on aura 


a! = [0 + h —2h).X, — (EP + l—a).Y;]] 
à, (22) 
— 5 LU — h).X, — U e), 


La valeur de M donnée n° 3, en ayant égard à la 
signification que nous avons supposée aux lettres U”, 
V", u”, v", U”, V’, peut prendre cette forme 


M= KEFEN’). f fX 
ELUS HSV PT N: X, 


Pour simplifier les résultats, nous observerons que 
la différence f'— f" est une quantité très petite de 
l'ordre de l'intervalle de temps 0 + p qui sépare les 
observations extrêmes, en sôrte qu'on peut dans la 
valeur de x, négliger son produit par des quantités 
dépendantes de la cinquième puissance du temps. En 
subsütuant pour u”, U”, etc., leurs valeurs, on aura 
ainsi 


M=- EPS NX RCE PO) UX Ha," X). 
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on trouverait par des réductions semblables aux pré- 
cedentes, 


M'=—000".(g'+g°). X, 07". (gg) (X 5-00".X), 
vw CP) SP e P 28 PP, 
vu’. (g°— g)— vv. (g —g) =; (° +g — 2g) —0" .(g'—g°); 


on aura par conséquent 


e 2 À à ’ 
zX =S ESOS MIR AH DIN) . 
(2 
8 i LA Fd LA [J n 
PA S E A EATE, 

Enfin, on obtiendrait d'une manière analogue 
N = — 000" .(c Hee). Y, ow. (ecm ee). (YH Y), 
N= 6667. (d p aey. Y, 0t (d de) (E, Led". Y), 
vu (co e) = v'u. (d= N=". (2 He —2c)—0;" lm cee); 
vů. (de —d)— vu. (d — d= t" (2P 4d —2d)—9; . (d — d°), 
et par suite 
DT (ledd) + (de YA (A+ d' ad) X,}] 


g“ (24) 
— {0de —cd).Y;+(d—d).X,}+2.4/. x 


14: Pour. réduire les formules précédentes à une 


forme semblable à celle des formules (A) n°5, nous 
observerons d'abord que l'on a par hypothèse 


X = (E2 pe). xLUE.x, 
Y=(4— y). Ur is. A 
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Or, si l'on fait 


: De "r= £, 


le facteur 8/5 pourra être représenté par 28%; car 
la différence de ces deux quantités ou 2(8— 8)*. € se 
trouve de l'ordre des quantités que l’on est en droit de 
négliger. On peut donc mettre les valeurs de X, et Y, 
sous cette forme plus simple 


X—£.(X+5.8/X), 
Y,=¢. (Y+:.0'Y). 


Remarquons encore que les quantités X,, Y, se 
trouvent multipliées dans ces expressions par la quan- 
tité très petite 8”, en sorte qu’on peut, dans leurs va- 
leurs, négliger les termes très petits dépendans de 
l'excentricité de l'orbite terrestre, ce qui donnera 
X=—sinA, Y—-+cosA, ou encore X ——kR.sinA, 
Y,=R.cosA ; on aura donc par conséquent 


X,=R£.(cosA—38 "sin A), Y,—R£.(sin A+28 cosA), 


Si l’on substitue ces valeurs dans les expressions de z, 
2,5 Xir Yp qu'on y remplace f, g, h, l, c, d, etc., par 
les quantités que ces lettres représentent , qu’on sup- 
pose pour abréger 


C°= tangé . cos (À — a’) — tang b’ . cos (A — a), 
C, = tangb'. cos(À — a°)— tang b°. cos (À — a), 
C’ = tang’. cos (A — a) — tang b . cos (A — a°), 


en faisant attention aux valeurs de A, A', A”, n° 15, 
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on trouvera d'abord 


RŽ $ 
z= ae . tang b. (C + DA 


et les formules (22) (25) (24) donneront ensuite 
RES" 7 LA 20 # k 
Tr =X,+ D: [C°cosa°— C'ensa’ + 38", (C °cosa°—C /cosa”)] 


KT . (C +58", C)cosa + RE6,”. cos A, 


E .[Csina®— C'sina’+ 40,” .(C°sina— C/sina')] 
ARE .(C+ 58". C)sina + REI’. sin A, 
as Pre +24 ;".(C °tangb°-C'tangb)] 


+. «(C + 38". C). tangb. 


Si dans ces formules on suppose 8— 4, ce qui donne 
68, 4—=0o et £—10, on retrouve les formules (A) 
du n°5, ce qui peut servir à confirmer leur exacti- 
tude. On peut d’ailleurs faire prendre aux formules 
précédentes une forme plus simple encore; en effet, 
si l'on suppose 


C30 CC, C+50;.C=C,, C+40/.0/— ne 
la valeur de z devient 


= ET C. tangb, 


et les trois formules (A') donnent 
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x =X + pe «(CC cosa?-C, cosa’) HE C,cosa-+RE8 .cosA ; 
I= ner .(C°sina®-C'sina’ DE -CisinaRË0 sin A, > (D) 
2, == née -(Ci°tang b° — C''tangé") + Bee . C, tang 6. 


Pour éliminer du dénominateur de ces formules le 
coeflicient D, dont l'inexactitude doit faire autant 
que possible éviter l'emploi, observons que la valeur 


R£ z 
de z donne + = Æ EC, tang D’ 


A E — tc0sb b ; 
= TC -Sil 
Jes fasial (D), en faisant pour abréger 


ou, comme z==psinb, 


on substitue donc cette valeur dans 


F = [#”. (Ci°cosao—C'cosa’)+0,".C, cos ab D cos A], 
cos b # . aj TOA , # . "n a 
Te .[8".(C,° sina°—C' sina’) +8/".C, sin a4-0".D sin A], 
pee . [0 . (C° tangb° — C; tang b’) + 0,” .C, tang], 
on'aura simplement 
T, ii 29 + E f 2 
n=, +C. p, 
2j H’. p. 


Si l’on forme les carrés de ces trois valeurs, et qu’on 


8 $ = 
les ajoute en observant que leur somme est égale à P 


n° 7, On aura 


Rita (EX GX) eE + Gi Hi). 
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Cette équation jointe à l'équation 
r—=R°— p. (2R cosc) + p?, 


servira à déterminer les valeurs de r et de p. 
Enfin si l’on veut faire prendre aux valeurs de x,, 


Y,» Z, la forme que nous leur avons donnée n° 9, on 
fera 


P, =Po: {0", [C,°sin(A-a°)-C;'sin(A-a')]-H".C,sin(å-0)}, 
b 
=E {0 [CP cos(A-a°)-C, cos(A-a')] +8, -C,cos{(A-a)+8,.D };>(25) 
cos b 


=u C0”. (CP tang b° — C,'tang b’) + 0,” . C, tang b]. 
T 


En substituant ensuite pour X, et Y, leurs valeurs 
dans les eg en dex,,7,, Z, on trouvera 


= Ge 


| y, =—(P,.e— Res. .COSA+TQ .e—e. sin (A—w)].sin A, 
PE = R = 


)-sinA +(Q.. ge—e.sin(A—«)].cosA, 


Si l’on ajoute les carrés de ces valeurs, on aura 


a PHQ), (2) 


cette équation , jointe à l'équation ordinaire 


r= R*— p . (2R cos c) + f°, (6) 


fournira toutes les données nécessaires pour la déter- 
mination des deux inconnues r et p. 
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15. Les formules qui servent à déterminer les valeurs 
des six quantités £, Y, 3, X, Y,» Z,, Sont donc par- 
faitement semblables, soit que l'on considère desobser- 
vations équidistantes, ou des observations séparées 
par des intervalles de temps quelconques. Les coeffi- 
ciens F,, G,, H, ou P,, Q,, H, seront seulement dans 
le second cas un peu plus compliqués que leurs ana- 
logues F, G, H ou P, Q, H. Quant aux quantités que 
nous avons désignées par C,°, C,, C;', leurs valeurs 
peuvent se former très simplement; en effet, si dans 
la valeur de C°, par exemple, on met pour C° et C° 
les fonctions que ces lettres représentent, on a 

Ce = tang b.[sin (A — d’) + 40", cos(A — a)] 
— tang b'.[sin(A — a) -+ 50, cos (A — a)]. 
Or, il est évident que cette expression peut prendre 
cette forme 
C° = tang b. sin (A+ 30" —a)— tang b’. sin(A# 30," — a), (26) 
puisque nous négligeons les termes dépendans du 
carré et des puissances supérieures de 8”. La même 
observation s'applique aux valeurs de C, et C,/; il suf- 
fira donc de substituer A +28}, au lieu de A dans les 
équations (C),n°5, quidonnerontalorsimmédiatement 
les valeurs des trois quantités C°, C,, C’. Quant à la 
partie #0 ou +.(8’—4), elle doit être exprimée en par- 
ties de l'arc que décrit dans un jour le moyen mou- 
vement du Soleil. Pour fairecetteréduction, on n'aura 
qu'a multiplier la quantité +.(8— 8), donnée en jours 
et fractions décimales du jour temps moyen, par le 
À n° 


nombre ——— qui revient au méme, au 
e 30525638 ou, ce qui revie méme, 


DU SYSTÈME DU MONDE. 47 


logarithme de +.(9 — 6), on ajoutera le logarithme 
constant 3.5500072, et l’on aura la partie .(8— b), 
exprimée en secondes. 

T} est superflu de répéter ici observation que nous 
avons déjà faite sur la convergence des séries (m); 
nous ajouterons seulement que comme, dans les for- 
mules précédentes, nous avons regardé 8— 8 comme 
une très petite quantité, il faudra que les intervalles 
de temps qui séparent les observations que l’on a 
choisies, quoique inégaux, ne soient pas très diffé- 
rens entre eux; on satisfera à cette condition et à 
celle du n° 10, en prenant des observations faites à 
cinq ou six jours de distance l’une de l’autre. 

On pourra donc, pour former les données nécessaires 
à la détermination de l'orbite des comètes, se servir, 
selon qu’on le jugera convenable, de la première ou 
de la seconde méthode que nous venons d'exposer. 
Si la dernière entraîne dans des calculs plus compli- 
qués, cet inconvénient est peut-être compensé par 
lesopérations préliminaires d’interpolationsauxquelles 
il faut recourir, lorsqu'on fait usage de la première, 
pour calculer des observations équidistantes. Il faut 
remarquerencore que, comme les observations factices 
qu'on obtient ainsi sont toujours moins exactes que des 
observations réelles, on doit attendre de la première 
méthode des résultats toujours plus incertains que 
ceux que donnera la seconde, qui a l'avantage de s'ap- 
pliquer immédiatement aux données de l'observation. 

16. Quelle que soit au reste la méthode que l’on em- 
ploie pour déterminer les six quantités x, y, 3, £, 


À 


Jı» Z, il sera facile d'en conclure par les formules du 
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chap. V, livre II, les élémens de l'orbite de la comète. 
Pour cela, on commencera par former les trois quantités 
XY, — X Ys XZ — XZ, Yz, — yz. La première qui, 
multiplice par dt, représente l’aire que trace pendant 
cet instant la projection du rayon vecteur de la co- 
mète sur le plan de l’écliptique, fera connaître, selon 
qu'elle sera positive ou négative, si le mouvement de 
cet astre est direct ou s’il est rétrograde. On calculera 
ensuite la quantité xx -yy + z322,, ou du moins on 
s'assurera du signe qu'elle doit avoir, parce que ce 
signe fait connaître si la comète a déjà passé par son 
périhélie ou si elle s'avance vers ce point. En effet, 
on a 

dr _xx, + yy,+32z, 

Pont deb né 
Sila quantité xx, yy, zz, est négative, le rayon 
vecteur va en diminuant, et par conséquent la co- 
mète tend vers le périhélie; elle s’en éloigne au con- 
traire si cette quantité est positive. 

Si l’on nomme iż inclinaison de l'orbite sur l’é- 
cliptique, et a la longitude de son nœud ascendant, 
le mouvement de la comète étant supposé direct, on 
aura, n° 20, livre IT, 


LY,— x,y = COS i . V2D, 
XZ,— %3 = sin £ . cosæ&. V2D, d (27) 
yz, — Jz =sin i .sing , V2D. j 

On déterminera immédiatement par ces formules 


les valeurs de la distance périhélie D et les angles ® 
et æ. On aura d’abord 
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La Ye 
langaz rz, — Ta’ 
tangi = Ps 0 dah 


sd (xy, —+,}) 4 sina” 


La tangente déterminée par la première formule 
convient également aux angles æ et 180° + a. Pour 
savoir lequel des deux on doit choisir, on observera 
que les astronomes supposent que linclinaison à des 
orbites ne varie que depuis zéro jusqu'à 90°, c'est-à- 
dire que l'on compte cet angle dans des sens opposés, 
selon que le mouvement est direct ou rétrograde; 
l'angle ¿ devant toujours par conséquent être positif 
et plus petit qu’un angle droit, cette condition déter- 
mine le signe de sin æ, et par suite la valeur de æ. Cet 
angle est la longitude du nœud ascendant si le mou- 
vement de la comète est direct; c’est celle du nœud 
descendant si la comète se meut dansle sens contraire, 
et il faudra, dans ce cas, l’augmenter de deux angles 
droits pour avoir la longitude du nœud ascendant. 

Lorsque les angles ¿et a seront connus, on aura 
la distance périhélie par la formule 


pi Cuty) 
gos 7 


On pourrait d’ailleurs la déterminer indépendamment 
de ces angles par la formule 


2D = (ay, — x y) + (xs, — xs) + (73 73), 


qu'on obtient en ajoutant entre elles ies trois équa- 
tions (27) après avoir élevé chaque membre au carré. 
Tome Il. 4 
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Connaissant la distance périhélie D et le rayon vec- 
teur r, on calculera l’anomalie vraie v de la comète 
au moment de la seconde observation par l'équation 

D 
cosie = —, 
th 
On cherchera dans la table des comètes le temps T 
qui répond à cette anomalie, et en faisant ensuite 


t=D°.T, 


on aura le temps £ employé par la comète à parcourir 
l'anomalie v. Ce temps ajouté à l’époque de l’observa- 
tion moyenne si la comète s'avance vers son périhé- 
lie, ou en étant retranché si elle s’en éloigne, donnera 
l'instant du passage par le périhélie. Il sera même en- 
core plus simple de calculer directement le temps £ 
par la formule du n° 26, livre IF, 


t—(2D°}. (tangto 4. tang’to), (28) 


en observant d'ajouter au logarithme de żle loga- 
rithme constant 1,7644179 , qui est le complément de 
8,2555821 pour que le temps £ soit exprimé en jours 
moyens. 

Enfin, pour déterminer la position du périhélie, on 
calculera d'abord la longitude héliocentrique ® de la 
comète par la formule, 


tang ọ=Ž, 


en ayant soin de choisir entre les deux angles 9 et 
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180°} ?, auxquels cette tangente convient également, 
celui qui rend sing de:même signe que y et cos ® 
de mème signe que x. 

Ensuite, en désignant par 6 la distance angulaire 
de la comète au nœud dont la‘longitude est æ, 6 
scera l’hypoténuse d'un triangle sphérique dans le- 
quel z est langle adjacent au côté @ — æ. On aura 
donc, pour la déterminer, 


tang — a 
tang € = th (29) 
et la distance du périhélie au nœud ascendant aug- 
mentée de la longitude de ce nœud, ou ce que les 
astronomes appellent le lieu du périhélie sur l'orbite, 
sera a+6 + v si la comète s’avance vers son péri- 
hélie, ou & + 6 — v si elle l’a déjà dépassé. 

17. Tous les élémens de l'orbite se trouveront ainsi 
déterminés ; maiscomme on n’a employé pour cela que 
trois observations peu distantes entre elles, et que 
d’ailleurs beaucoup de termes ont été négligés dans 
les formules pour faciliter les calculs, on ne doit re- 
garder ces élémensque comme une première approxi- 
mation, et chercher à les corriger de manière à satis- 
faire le plus exactement possible à l'ensemble des 
observations connues. On a proposé pour y parvenir 
plusieurs méthodes dont l'esprit est le même, mais 
qui différent.en.ce qu’elles emploient divers élémens 
de l'orbite supposée connue approximativement ; celle 
quenous allons développer, etqui nous semble la plus 
simple, suppose que les premiers calculs ont donné 
d’une manière approchée la distance périhélie et l'ins- 

AN 
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tant du passage de la comète par ce point. Il est utile 
par cette raison d’avoir le moyen de déterminer ces 
deux quantités indépendamment des autres élémens 
de l'orbite; c'est ce qu'on peut faire très simplement 
de la manière suivante. On a, n° 4, 


rdr 1 
pam u m IT + 22. 
Cette équation, en substituant pour r,x,7,#,, zet 
z, leurs valeurs n° 9, donnera 
s= ¿. [P.sin(A — a) +Q . cos (A — a) + H . tang b] . cosb, 
iar i [R sinfAa)tesin(A—s)-cos(A-a) |: cos HoR} 


R 

— R .e sin (A — a). 
Si le signe de s est positif, la comète s'éloigne du pé- 
rihélie; elle marche vers ce point si s est une quantité 
négative. 

La valeur de s étant counue, on aura la distance 
périhélie D par l'équation 
D=r— iż. s. (30) 

On en conclura anomalie v par l'équation de la para- 


bole, 

nel — 

COS" + p = TE 
et l'on déterminera, au moyen de la table du mou- 
vement des comètes, le temps employé à décrire 
l'angle v. On ajoutera ce temps à celui de l'époque si 
la comète s'approche de son périhélie, ou bien on Ven 
retranchera si elle s’en éloigne, et l’on aura instant 
du passage par le périhélie. 
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CHAPITRE II. 


Correction des élémens de l'orbite déterminés parune 
P emière approximation. 


18. Après avoir développé, avec tout le détail né- 
cessaire; une méthode très simple pour arriver à une 
connaissance approchée des élémens de lorbite de la 
comète, nous allons donner le moyen de corriger ces 
élémens avec toute la précision que les observations 
comportent. 

Pour cela, on choisira trois observations éloignées 
entre elles, et au moyen des élémens résultant de la 
première approximation, on déterminera les trois 
anomalies »°;: v, v etles rayons vecteurs 7°, r, r', qui 
se rapportent respectivement à l'époque de chaque ob- 
servation. Il suffira, pourcela, de connaître à peu prèsla 
distance périhélie et l'instant du passage de la comète 
par ce point, et c'est en quoi consiste, le principal 
avantage ide! cette méthode, qui n'emploie que deux 
des élémens de l'orbite pour les rectifier tous. On:dé- 
signera par y et-V les angles que comprennent entre 
euxiles rayons 1°, r, r', en.sorte qu'on aura V= vs", 
et V'=v'—1°;;el en. comparant ces quantités aux 
mêmes angles résultant de l'observation directe de 
la comète, la différence sera l'erreur due à l'incor- 
rection des élémens employés. 
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Les observations , il est vrai, ue font pas connaitre 
immédiatement ces angles, mais on peut les déduire 
très aisément des données qu’elles fournissent. En 
effet, on a, par chaque observation de la comète, sa 
longitude et sa latitude géocentriques, c’est-à-dire rela- 
tives à la Terre; on en conclura aisément, par la 
Trigonométrie, ses longitudes et ses latitudes hélio- 
centriques, c’est-à-dire relatives au Soleil. Pour cela, 
désignons par S le Soleil, par T la Terre et par 
C la comète, et soit.C’ la projection de Csurde plan 
de l'écliptique. Si l'on considère la pyramide triangu- 
laire! interceptée entre ces quatre points, on aura d'a- 
bord STC'= long. © — long. comète. En nommant, 
comme précédemment, b la latitude géocentrique de 
la comète, ce qui donne CTC' = b, on enconclura 
cos CTS = cos SCT, cos à. Maintenant, dans le 
triangle, rectiligne- CTS, on connait les deux côtés 
TS =R et CS —7 qui sont les distances respectives 
de la Terre et de la comète au Soleil; on connaitde: 
plus, l'angle -CTS opposé à:r; on-pourra danc:cal- 
culer l'angle SCT par la formule À 

Sin SCT =” sin CTS, ai 


7 


et l’on en conclura le troisième angle CST du même 
triangle. 

Cela posé, nommons À la latitude et ® la longi- 
tude-héliocentrique’ de la comète :.en considérant la 
pyramide triangulaire CC'ST, on aura À = CSC''et 
l’on ‘trouvera aisément 


sit SIN CST 


J ' def s cos CST 
| oeil, sin CTS 


et. cos CST=———, (2) 
LS cos À 
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L'angle C'ST étant donné par la dernière de ces for- 
mules, si l'on nomme A la longitude héliocentrique 
de la Terre, on aura 


®— A + CST. (3) 


On déterminera, de cette manière, les latitudes et 
les longitudes héliocentriques de la comète pour les 
trois époques données; voyons comment on en con- 
clura les angles V et V’. Désignons par C°, C, C' les 
lieux respectifs de la comète correspondant aux trois 
observations , par C°, C,, C/, les projections de ces 
points sur l’écliptique, et considérons le triangle 
sphérique formé par les deux lieux C, C°, et par 
le pôle de l'écliptique. On connaît dans ce triangle 
les deux côtés de l'angle au pôle qui sont les complé- 
mens des latitudes héliocentriques C°SC° et CSC, , ainsi 
que l'angle compris qui a pour mesure l'arc C°C, dé- 
crit du centre du Soleil; on aura donc pour détermi- 
ner le côté opposé C°C, que nous désignerons par U, 
la formule 


cos U = cos(p — p°) -cos À cos À° + sin À sin à° ; (4) 
de même en supposant C/C° = UV’, on aura 
cos U’= cos (p'— ?°).cos ° cos A + sin à’ sin à’. 


Les deux angles U et U’, correspondant à ceux que 
nous ayons nommés V et V’ et que nous avons obte- 
nus par les formules directes du mouvement ellin- 
tique , on aura, si les élémens employés sont 
exacts, 


V=U et V&V. 
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Mais, comme ces élémens ne sont qu’approchés, ces 
équations n’auront pas lieu rigoureusement, et pour 
que les valeurs de V et U, V'et U’ puissent être égales, 
il faudra faire subir quelques corrections à ces élé- 
mens. Soient JV, d'V' dU et AU’ les variations cor- 
respondantes des angles V, V’, U, U', on aura 


VVU AU, V'+dV =U'+dU". 


Voici donc deux équations au moyen desquelles 
on pourra déterminer les corrections à faire à la dis- 
tance périhélie et à l'époque du passage de la comète 
par ce point, pour satisfaire aux observations don- 
nées; il ne s’agit que de développer ces équations. 

19. Pour cela, reprenons les formules du mouve- 
ment parabolique 

=: 
1 (0) 


t—D*. Va.(tangto++. tang’+ o). 


Supposons que l’on fasse subir à la distance périhélie 
D, età l'instant du passage par le périhélie, dettrès 
petites variations que nous désignerons par la carac- 
téristique d^, en différenciant logarithmiquement les 
formules précédentes, on trouvera 


à 

% = PH tango. dv, l j 

JVD rha 0 a 
us P . ct d 1° L . 


On aura par ces équations les variations du rayon 
vecteur et de l’anomalie correspondantes à celles que 
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subissent D et ż. Il s'agit de déterminer maintenant 
les variations qu'éprouvent simultanément la latitude 
héliocentrique À et la longitude héliocentrique ¢. En 
différenciant logarithmiquement l'expression de sin À 
trouvée plus haut, et en observant que les angles b et 
CTS ne varient pas, on aura 


d'A = tang À . cot CST. d. (CST); 
en différenciant de même l'équation (2) on trouve 
d . (SCT) =— tangSCT. ©, 
et par suite 
d. (CST) = — d. (SCT) = tang SCT. 7 ; 


on aura donc enfin 


JA = tang À . tangSCT . cotCST À. (a) 

La longitude ọ dépend de la formule : 
cos TSCI — 2 CT ; 
+= Vi COMA 7 


en différenciant logarithmiquement, on en tire 
d. (TSC')=cotTSC' . [tangCST. d. (CST)-tangà. d'a]; 
d’ailleurs d. (TSC) = d'O ; on aura donc enfin 


ð$ = cot TSC . (tang CST . tang SCT . va — tanga. ða). (b) 


On déterminera par les formules (a) et (b) les varia- 
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tions de la latitude et de la longitude héliocentriques, 
relatives aux époques des trois observations que l’on 
a choisies pour corriger l'orbite. Maintenant si, pour 
faciliter le calcul de l'angle U, on suppose un angle 
auxiliaire À déterminé par l’équation 


sin*+ A = cos" +(p — p°). cos À°. cos À, 
ce qui donne en différenciant 
d'A=—tangiA. [tangi(e-p°). (09-79 )+ tanga. sa -+tanga. da], (g) 
on aura 
sin + U = cos į (A + 2° + A). cos (à + A°— A), 
et par suite 


Pp e a gba de (e) 


auma { tang!(A Ha A (MAFIA). 


En substituant dans cette équation pour d'A, cA’ et 
d'A , leurs valeurs précédentes, on aura celle de AU 
exprimée en fonction de dD et de dt. On déterminera 
de la même manière dV, en observant que l'on a 
d'V = dv — du, et que dv et dv° sont données par la 
seconde des formules (0°). On aura donc entre les va- 
riations d'D et dé deux équations de cette forme : 


SU = m.dD +n. dt, | (e) 
dV= p.dD+9.di; 


d'où, en observant qu'on a dU—JV—=V—U, 
on tire 


(m—p). dD+(n—9).d't=V-U.. (e) 
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On trouvera une équation semblable en combinant 
la première observation avec la troisième; On aura 
donc deux équations qui ne renfe: meront d'inconnues 
que les variations JD ct dé, et qui sufiront par 
conséquent pour les déterminer. Si le calcul était 
exact, on aurait ainsi immédiatement les valeurs de la 
distance périhélie et de l'époque du passage qui sa- 
tisfont le plus exactement possible aux trois observa- 
tions données; mais comme on a négligé dans la for- 
mation de l’équation (e) les quantités du second ordre, 
il faudra, à l’aide des élémens corrigés, recommencer 
les calculs précédens ; et l’on déterminera ainsi les 
corrections de ces nouveaux élémens. Dans certains 
cas, On sera même obligé de répéter une troisième 
fois ces opérations; mais elles n’ont rien d'embarras- 
sant, et le calcul-des premières corrections facilitera 
celui des suivantes. 

20. Quand on sera ainsi arrivé à une connaissance 
suffisamment exacte de la distance périhélie et du temps 
düpassage, ‘voici comment on déterminera avec le 
mème degré de précision les autres élémens de lor- 
bite. On substituera dans les équations (a) et (b) pour 
dt et JD léurs valeurs résultantes des dernières opé- 
rations, et l’on en conclura les valeurs exactes de la 
longitude et de la latitude héliocentriques de la co- 
mète pour les époques des observations données. 

Si l’on compare ensuite entre elles la première et 
la dernière, on aura pour déterminer linclinaison ¿ 
de l'orbite de la comète et la longitude « de son nœud 
sur le plan de l'écliptique , les deux formules 
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o 
. COS À. COSA’, 


sin(p—a)= tang à . cot i. 


Dans la première de ces formules, il faut avoir soin 
de prendre l'angle » — o° de même signe que —@°, 
parce que inclinaison i est toujourssupposée moindre 
que 90°. La seconde donnera pour l'angle. @ —« 
deux valeurs comprises entre o et 180°, et il en ré~ 
sultera par conséquent deux valeurs de a. Pour déter- 
miner laquelle il faut choisir, on remarquera que 
par la première observation, on a pareillement 
sin (®°— æ) = tang à° . cot i; on prendra donc la 
moyenne entre les valeurs correspondantes de æ, et 
l'on saura, par ce qui a été dit n° 16, si c’est au nœud 
ascendant ou au nœud descendant de l'orbite que cette 
longitude se rapporte. 

Le signe de ọ — ?° indiquera, selon qu’il sera posi- 
tif ou négatif, si le mouvement de la comète est direct 
ou s’il est rétrograde. Enfin on aura ledieu du péri- 
hélie sur l'orbite par la formule (29) du n° 16. 

21. La méthode que nous venons de donner pour 
corriger, par les formulesdifférentielles, les élémens de 
l'orbite qui résultent d’une première approximation, 
est très exacte et très sûre, mais les calculs qu'elle 
exige demandent quelque attention; celle qu’on trouve 
dans Ja Mécanique céleste a l'avantage d'être pour 
ainsi dire mécanique, les mêmes calculs se reprodui- 
sant toujours pendant toute l'opération. Voici.en quoi 
elle consiste, On suppose connus à peu près la distance 
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périhélie et l'instant du passage par ce point, et en 
partant de ces élémens et des observations, on déter- 
mine, comme on l'a vu plus haut, les différences 
d'anomalies de la première à la deuxième observation, 
et de la première à la troisième. Soient Uet U'ces deux 
angles ; en les comparant aux mêmes différences d’a- 
nomalies que donnent immédiatement les deux élé- 
mens approchés, et que nous désignons par V et V’, on 
aura 


U—V=m, V—V'=m. 


On fera varier d’une très petite quantité la distance 
périhélie, et l’on calculera les mêmes résultats dans 
cette seconde hypothèse. Soient z et n' ce que devien- 
nent alors les quantités m et m'; enfin, en conservant 
la distance périhélie de la première hypothèse, on 
altérera un peu instant du passage au périhélie, et 
l’on calculera encore les angles U— V et U'— V’, Dans 
cette troisième hypothèse, désignons par p et p’ ces 
angles, et soient & et t les nombres par lesquels il 
faudrait multiplier les deux variations supposées dans 
la distance périhélie et dans l'instant du passage pour 
avoir les véritables , on aura les deux équations sui- 
vantes 

(m—n).u+(m—p).t=m, | (à) 

(m—n') . u- (mp) .t=n. j 


On tirera de là les valeurs de u et t, et l'on aura par 
conséquent les corrections de la distance périhélie et 
de l'instant du passage de la comète en ce point. Si 
les valeurs qui en résulteront n'étaient pas suffi- 
samment exactes, on recommencerait ayec ces deux 
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élémens corrigés les calculs précédens, et, après 
quelques essais, on parviendrait à connaître la vraie 
distance périhélie et linstant du passage au périhélie 
qui répondent aux observations données. 

22. Si l’on voulait déterminer l'orbite avec encore 
plus de précision, au lieu d'employer dans le calculdes 
corrections de la distance périhélie et de l'instant du 
passage, trois observations seulement, on choisirait, 
parmi les observations de la comète, celles que l'on 
supposerait les plus exactes, et en les comparant deux 
à deux, on formerait unsystème d'équations semblables 
aux équations (d) ou aux équations (e). On combi- 
nerait ensuite ces équations de la manière la plus 
avantageuse pour en tirer les valeurs des quantités 
qui doivent servir à la correction des élémens de la 
première approximation, et l’on déterminerait ainsi 
l'orbite qui satisfait le plus exactement possible à 
l’ensemble des observations connues de la comète. 

Il peut arriver dans certains cas que, malgré les 
précautions que nous venons d'indiquer, l'orbite cor- 
rigée ne représente qu'assez imparfaitement encore 
les résultats de l'observation; c’est qu’alors sans doute 
le mouvement de la comète n’a pas lieu dans une 
parabole, comme nous l'avons supposé, et que son 
orbite est elliptique ou hyperbolique. Cette der- 
nière espèce d’orbites intéresse peu l’Astronomie. 
Quant aux élémens de l'orbite elliptique, on peut 
les déterminer par une méthode d'approximationsem- 
blable à celle du n° 21, lorsqu'on a déterminé par les 
méthodes précédentes la parabole qui représente à 
à peu près le mouvement de la comète. Pour cela, 
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on choisit quatre observations exactes qui embrassent 
toute la partie visible de l'orbite, et l’on calcule les 
angles V et U relatifs à ces observations dans quatre 
hypothèses, d'abord en employant les élémens appro- 
chés de l'orbite parabolique, ensuite en faisant varier 
la distance périhélie ; troisièmementen changeantseu- 
lement l'instant du passage, et enfin, en conservant 
la distance périhélie et l'instant du passage de la pre- 
mière hypothèse et en supposant une orbe elliptique 
très allongée, en sorte que la différence 1 — e de son 
excentricité à l'unité soit une très petite fraction. Les 
formules du n° 26, liv. Il, serviront, dans ce cas, à dé- 
terminer le rayon vecteur r et l’anomalie v correspon- 
dans à chaque observation. Cela posé, en nommant 
respectivement u, £, s les nombres par lesquels il 
faut multiplier les variations supposées dans la dis- 
tance périhélie dans l'instant du passage, et la quan- 
tité 1—e, pour avoir leurs véritables valeurs, on 
formera trois équations semblables aux équations (d) 
qui renfermeront chacune ces trois inconnues, et qui 
serviront à les déterminer. 

Nous ne faisons qu'indiquer ici. cette méthode, 
parce que les résultats qu’elle donne laisseront tou- 
jours beaucoup d'incertitude sur la durée de la révo- 
lution de la comète qui est surtoutimportante à con- 
naître, et que le seul moyen certain de la déterminer 
est d'attendre que l’on ait observé un nouveau passage 
de cet astre à son périhélie. 

Pour faciliter l'usage des méthodes que nous venons 
d'exposer, nous allons en faire l’application à deut 
comètes, dont l'apparition a été assez longue pour 
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fournir un nombre d'observations suffisant à la dé- 
termination exacte de leurs orbites. 


Détermination de l'orbite de la comète de 1824. 


23. Parmi les observations connues de cette comète, 
nous avons choisi les suivantes. Les époques sont 
évaluées en temps moyen à Paris, compté de minuit. 


Août. Lonpgitudes observées. Latitudes observées. 
16 93308, a237° 2712", b°55°19 45" B. 
29, 901553, a 250.531.535, © 57.42.22, 
28, 87972, 224. 6.50, 59.33.58. 


On a calculé au moyen des tables du Soleil la longi- 
tude et le rayon vecteur de cet astre pour l'époque 
de l'observation du 22 août, et l'on a eu 


long. du © + 180°, log.R, 
AÀ.5253837", 0.0046320. 


Ensuite, pour faire usage de la méthode exposée n° 5, 
et avoir des observations équidistantes, on a déter- 
miné la longitude et la latitude de la comète pour 
l'époque du 28*,86998, au moyen de la formule 
d'interpolation connue 


2 COFP)GEP) pa POP) os PTT) g 
mn m(m+n) n(m +n) 


3 


dans laquelle a°, a, a' sont trois longitudes ou trois 
latitudes observées aux temps £—m, t, tn res- 
pectivement, etz la longitude ou la latitude corres- 
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pondante à un temps quelconque t +p intermédiaire 


~ entre ceux-là. 


On a trouvé ainsi, en employant les trois observa- 
tions précédentes, 


Août. Longitude interpoléc. Latitude interpoléc. 


28.86998, a’ 224°7'67, V 59°33/49". 


Au moyen de ces valeurs et de celles que renferme le 
premier tableau, on aura les suivantes 


6 = 5,06845, A—u°z= 92711 25", 
A—a= 99. 7. 4, 
A—a=105.31.3r. 


Au logarithme de 6 on ajoutera le logarithme cons- 
tant 8.235582r, ce qui donne 


log .0—9.0114437. 


Cela posé, on commencera par calculer les trois 
quantités C°, C et C’ au moyen des formules (C), n°5. 
On aura d'abord 


sin(A—4')...9.9838575  sin(A—a). . .9.9944776 
tang b. ..0. 1992660 tang db"  o0.2509548 


0.1831233 0.2254324 

nombres + 1.524485 — 1.680476 
+ 1.524485 

C= — 0.155901. 


On trouverait de la même manière, 
Tome II. 5 
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C—o.307764, C= -—- 0.153602. 


A l’aide de ces valeurs, on formera celles des quantités 
P, Q, H, qu'on calculera par les formules du n° 9; 
on aura d'abord 


=” = 16.908250, 
et ensuite 
log C°...9.1930996 log C'..... 9. 1863969 


sin(A-a°)...9.9996826 sin(A-4')...9.9838575 


l Ve ...1.2280986 log 2... 1. 2280986 
0 ,4208808 o. 3983528 
nomb. — 2.635608 + 2.502377 
+ 2.502377 
P = — 0.155251. 


On calculera de même les quantités Q et H, et l’on aura 
P=—c.133231, Q=—0.594559, H=o.607135. 


Les quantités R £ et esin (A—w) se détermineront 


par la méthode exposée n° 8, et cos c par l'équation 


cos c = — cos (À — a) . cos b. On aura ainsi 
1 


0.980249, esin(A-w)=—-0.0128622, cosc...8.92:6863; 


et les deux équations (18) et (19) deviendront en y 
substituant ces valeurs 


= (1.021665) — ag + g* a..,0.171139 


1 a > b...0.124153 
== (0.489369) de 0e c...0.869813. 
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Pour résoudre ces équations, on fera sur les valeurs 
de p et de rune première hypothèse, dans laquelle on 
sera dirigé par les remarques du n° 7; on substituera 
ensuite r4- dr et pp dans les équations précé- 
dentes, et en négligeant les carrés des corrections 
très petites dr et dp, on aura entre ces quantités deux 
équations du premier degré qui serviront à les déter- 
miner; on parviendra ainsi, après quelques essais, aux 
vraies valeurs de ret de f. On a trouvé de cette manière 


r= Le 220909, 
p=0.785761, 


d’où l’on a conclu, au moyen de la formule du n° 17, 
s—— 0.565382. 


Cette valeur étant négative, ils’ensuit que le 22 août la 
comète n'avait pas encore atteint son périhélie. Il en 
résulte pour la distance périhélie 


D —7r—+5 = 1.066610, 


ce qui donne pour l'anomalie correspondante à l'ob- 
servation moyenne 


21 D m 
cos* 30 =- = 9 -9595059 , 
et par conséquent » = 42° 20' 52". 


On trouvera par la table des comètes ou par la for- 
mule (28) que le nombre de jours que met la comète 
à décrire cet angle est de 356,8269, et ce temps ajouté 
à l’époque de l'observation moyenne, donnera pour 
l'instant du passage au périhéhe, sept. 28j,7284. 

Doi 
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Connaiïssant ainsi à peu près la distance périhélie et 
l'instant du passage de la comète en ce point, on pourra 
s'occuper immédiatement de la recherche de sa véri- 
table orbite, par les méthodes des n° 19 et 21. 


Détermination de l'orbite de la seconde comète 
de 1805. 


24. Nous nous proposons de calculer l'orbite de cette 
comète en employant trois observations séparées par 
des intervalles de temps inégaux, afin de donner un 
exemple de l'emploi des formules contenues dans 
le n° 14. Nous avons choisi la comète de 1805, parce 
que son orbite a déjà été calculée par plusieurs 
autres méthodes, et qu’en comparant leurs résultats 
aux nôtres, on pourra mieux juger du degré de préct- 
sion auquel nous atteindrons. 

Voici trois observations de cette comète, corrigées 
de l’aberration et de la parallaxe , et évaluées en temps 
moyen compté de minuit à Paris : 


Époques. Longit. observees, Latit. observées. 

Novemb. 23/32241 a°.24° 41° 4' b°.27° 25! 35" 
30,51095 4a.15.59.40 ġb.10.25.28 

Décemb. 5,29581 a. 2. 7.11 b. 5.20.45. 


Les tables de Delambre ont donné la longitude et 
le rayon vecteur du Soleil correspondant à observa- 
tion moyenne, et l’on a trouvé 


lieu du ©4180, log.R, 
A .68°25'41", 9-9936673. 
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Dans cet exemple, on a 0—7.18854, 0 —4.78486, 
en ajoutant aux logarithmes de ces quantités, le 
logarithme constant 8:2355821, on forme les sui- 
vantes : 


log.0 = 9.0922228, log. 6” = log. © = 9.0127606, 


i—i 


log. 0 = 8.9154514, logé" =log. : 


= 8.315428). 


Si au logarithme de 8°—6 on ajoute le logarithme 
constant 3.5500073, on aura l’arc correspondant du 
moyen mouvement du Soleil exprimé en secondes ; 


(4 
on trouve ainsi LS = — 47! — 23". En joignant 
cette valeur aux quantités renfermées dans le tableau 
précédent, et en faisant, pour abréger, A+58"=A;, 
on formera les suivantes : 


A-0°..,.43°44 37", A,-a0...42°57 14", a... 9 x°24", 
A-a....62.46. 1,, A-a....51.58.38, a-u’...13.32.29, 
A-a'...66.18.30, A,-a'...65.3r. 7, a°-u'...22.33.53. 


Cela posé, on commencera par calculer les trois 
quantités C°,, C,, C',, comme nous l'avons expliqué 
n° 15, c'est-à-dire au moyen des formules (C), dans 


lesquelles on changera simplement A en À,; on trou- 
vera ainsi 


C°,=0.2748775, C,—=-0.4324441,C',;=+0.1685105; 
d’où l’on conclura 


cos b 


WE = — 214.2618. 
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La quantité D se calcule par la formule (D), et Pon 
trouve 


D —0.0046390. 


Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (25), 
on aura 


P——2,514020; Q=——4.026275, H==— 3.605632; 
on forme d’ailleurs aisément les quantités suivantes 
qui eutrent dans les équations (æ) et (6), n° 14, 


e Sar .014545 , e sin (A — œ) = o .0086865 


2Rcosc—=1.124717. 
k J Faly7 


Au moyen de ces valeurs, les'deux ‘équations à ré= 
soudre pour la solution du problème deviendront 


è= (0.971258) 4 (1:124717)- PA-P, 
> == (0,5146883) + (2-382646). P-(17.285034).f*, 
d'où l'on tire, après- quelques essais, 


r= 1.048785, 
P = 0.104679. 


Les formules (20) donneront ensuite 


æ= 1.045256); x === 0.430157, 
J = — 0.078599; i= de 25077 4p 
3— 0.054812, Zz, = — 0.577454, 


d'où lon cenclura 


DU SYSTÈME DU MONDE. 


log.(xy,—x,7)= 0.1071562, 
log.(y,:—7z,) = 8.1487657, 
log. (x 3—x2,) = 9.6792585. 


Le signe de la quantité æy,— x,y étant positif, on 
en conclut d’abord que le mouvement de la comète 
est direct. Si l’on nomme æ la longitude de son nœud 
et į l’inclinaison de son orbite sur l'écliptique, on 
aura 


Yz — YA 
ang A = 2 = O0. 
tang qu 8.5695048, 
ce qui donne a = 2° 7'31”, ou bien a —182° 7'31”; 
on trouvera ensuite 


xz, — T z 
(xy x,y) cos i 


tang í = = Q: 4724010, 


et comme tang ¿ doit toujours être une quantité po- 
sitive, on aura 
E E E A 


et æ sera, n° 16, la longitude du nœud ascendant 
de l'orbite sur le plan de écliptique. La distance 
périhélie se déterminera par la formule 


D= : (REX ý = 0.891122. 
En calculant directement cette valeur par la formule 
(50), on a trouvé D=0.891121 , résultat qui diffère 
très peu du précédent. 

De là on conclut l’anomalie correspondante à l’ot- 
servation moyenne par la formule 
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open! 5 
De te Ne 
ce qui donne o = 45° 3732". 


Le temps que la comète emploie à décrire cette 
anomalie se détermine par la formule 


REA (2Dsÿ . (tangž o 4 4 . tang’ iv) . [1 .7644179]; 
En substituant pour D et v leurs valeurs, on trouve 
(2DS}. ... 0.0754208 
tang+v... 9.6258938 
1.764417 
1.4637325.....20/,08924 
stang°+ v... 8.7706663 
0254850007 2918 1,71532 
t....30.80456. 


Le temps t est l'intervalle qui s'écoule entre lins- 
tant de l'observation moyenne et celui du passage de 
la comète au périhélie. Pour savoir quelle est celle des 
deux époques qui a précédé l’autre, il faut calculer la 
quantité s ou seulement déterminer son signe par 
la formule 


s= + JT, 38; 


Ici s est négatif, et il en résulte par conséquent que 
la comète s'avance vers son périhélie. En ajoutant 
donc à l'époque de l'observation moyenne, c’est-à- 
dire au 30,51095 novembre, l'intervalle de 50/,80456, 
on aura, pour l'instant du passage au périhélie, le 
31,31551 decembre. 
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Déterminons enfin la position du périhélie sur For- 
bite; on aura 


tang ® =* —— (8.8:61980), 


d’où l’on conclut, n° 16, 
@—= 355°41" 59"; 
on aura ensuite 
— tang(g—«) _ 
tang e = ——— = — (9.0699415), 


ce qui donne 5 = 175° 18, et l’on aura, par consé- 
quent, pour le lieu du périhélie sur l'orbite 
a+o+y—41°33". 

En réunissant les diverses quantités que nous 
venons de trouver, et ajoutant 68°25'41", ou 
l'angle A , à la longitude du nœud et à celle du péri- 
hélie, pour que ces longitudes soient rapportées 
comme à l'ordinaire à la ligne des équinoxes, on 
aura, pour les élémens de l'orbite, 


Passage au périhélie.... décembr. 31,31551, 
Distance périhélie........... 0.891122, 
Lieu du nœud ascendant..... 250°33' 12°, 
Inclimaisente Légende , D F'onG5 45; 
Lieu duwpérihéhesze. .. 7: 105.28.44, 
Sens du mouvement direct, 
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Rectification des élémens de l'orbite de la comète 


de 1824. 


25. Nous nous proposons maintenant d'appliquer à 
la comète de 1824, la méthode que nous avons donnée 
pour arriver à une connaissance exacte des élémens 
de l'orbite d’une comète, lorsqu'on connaît à peu près 
la distance périhélie et le temps du passage au péri- 
hélie. 

Nous avons choisi, pour corriger ces deux élémens, 
les trois observations suivantes : 


Époques. Longiludes observées. Latitudes observées. 
Aoùt. .. 49275 @252°52' 28" b48? 7'50", 
22,9514 a.250.54.49  b.57.44:23, 
Septembr. 3,9100 &@ 218. 4.34  b' 6r. 4:20. 


Les lieux du Soleil correspondant aux. mêmes 
époques et calculés par les tables de Delambre dou- 
nent 


Longitude ©. log. R. 

132° 21" 58" 0.0060678 
149.41.50 0.0046284 
161.15.54 0.0033786. 


Supposons que par les premiers essais on ait trouvé 
pour la distance périhélie 1.045098 et pour: l'époque 
du passage le 28“7,5153; calculons avec ces élé- 
mens approchés les angles U, V, U’ et V’ par 
la méthode exposée n° 18. Voici le détail de ce 
calcul : 
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Pas. pér. sept. 28,3153 


t... 17355015 v°=58° 30° 13°8 


Ep.don.août. 4,9275 D. 0.0291351 cosis°. 99.9407553 
t. = 543878 T.. 1.7063064 


D 
cos’ sp, 
L'ATR 
cosC'TS.. 


cos b°... 


cos CTS.. 
sin CTS.. 
R° .h 
TT e 
sin SCT.. 
sin CST.. 
sinb®, 
1:sinCTS. 
sin a2.. 
cosCST.. 
cos A°., 


cos C'ST. 


0.0194234 


9.8815106 


0.1379128 
9:7012595 
g -8244563 
9. 5257158 


9: 9740669 
o . 0060678 


g. 8620872 
9- 8422219 
9.6470652 


9-8719247 
0.0259331 


9.5449230 
9.9523989 
9-9719041 
9.9808948 


'T = 50,8588 
long. ©. se 132° 21°58" 
long. comèt. 252.32. 28 


élong. C'TS=1 20° 10° 30” 


CTS.. 109°36 14" 

SCL 144. 3.27 
153°39 41° 

COST... :26° 20° 19" 


lat. hélio. 2°... 2093146" 


commut, C'ST. _ 16°52 15" 
long: dela Ter. 312:21.58 


long. hélio.g°. 295°209 43" 


Nous venons de déterminer, par ce calcul, lano- 
malie, la longitude et la latitude héliocentriques de 
la comète relatives à l'instant de.l'observation du 
4 aoùt; en répétant les mêmes opérations, par 
rapport aux époques du 22 août et du 3 septembre, 
on parviendra aux résultats suivans : 
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s= 5830 138, v= 42°66'17"3, # = 30° 19° 20"3, 
C2 00.20 14 Pi 500-0002, Ci ICT A, 
Me 2010040 AIN OL L D. 


Ces valeurs donneront, en comparant les deux der- 
nières observations à celle du 4 août, ` 


p9—y —15°33 30", p—p = 11°50 9, 
p°— p'— 28.10.54 , Q’ — l = 22.43.27, 
et au moyen de la formule (4), on en conclura 


cos(p—p°). 9.9911888 
cosAX°.. 09.9715041 
cos à... 9.9295557 


AA 9.2661960 
nomb. 0.780277 +0. 184585 
o. 780277 


cos U + 0.964862 log. 9.9844652. 
On aura done 


Un . apaya" 
NES AETATIS 


V—U. .. 19/ 37" m... + 1177". 
On trouverait de même 
I oE E O ASLA 
V1 ado 28.10.54 
V'—U".. . 3258" om... + 1956". 


26. Supposons maintenant que l’on fasse varier d’une 
petite quantité la distance périhélie et l'instant du 
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passage, et déterminons les variations correspon- 
dantes des angles U, V, U’, V'. Les calculs qui ont 
servi à former ces angles fourniront toutes les 
données nécessaires à cette nouvelle recherche. On 
aura d'abord par la seconde des formules (0'), 


dv = (2718").d't — (212067").dD, 
dv = (5513").dt — (183250").dD, 
dv = (4069").d't — (142464").dD, 


et par la première des mêmes formules, en conver- 
tissant tous les termes en secondes, 


Ds = (1522").d'é + (78470" ).d'D, 


À = (1582").dt + (125165").JD, 


r 


2r (1103").dé + (158640").dD. 


r 


La formule (4) donnera ensuite 
d'à = (0.75191).— 
d'A = (1.1855 ).—, 
d'a = (1.4448 ). 7, 

et par la formule (b), on aura 

dg = — (0.67584)7, 
d = — (1.1059 JT, 
39 = — (1.2466 JT. 
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Par la formule (b), on formera les variations des 
angles auxiliaires À et A’; on trouvera ainsi 


SA = — (066018). — (1.198709). Z, | 
TAR a (0.60734).% — (1.44098). La 


En substituant ces valeurs, ainsi que celles de 
d'à, d'A, d'A! dans la formule (c), et en rempla- 


òr dr 
~> 7 par leurs valeurs, on trou- 


A) 
cant ensuite — , 
š LA r 


vera 
SU = — ( 2").d't + ( 8759"):-dD, 
d'U'= — (68").d'é + (15025"). dD. 


Les valeurs de d'&, dv, d'v! donnent d’ailleurs 


SV = — (795° )-dt — (28817). JD, 
d'V'= — (1351). ct — (69603"). AD. 


On aura donc enfin, pour déterminer les variations 
dt et SD, les deux équations suivantes : 


703.d't + 37576. D = 1177, 
1285.d't + 82628.dD = 1958, 


d'où l’on tire 
dD = + 0.002460, dt = + 1.5676. 


On trouve, par conséquent , pour la distance péri- 
hélie et pour l'instant du passage de la comète par 
ce point, d'après ces premières corrections, 


D = 1.04844, inst. du pass, sept. 29/,6829. 
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Avec ces nouveaux élémens, on recommencera 
les calculs précédens, et l’on arrivera bientôt aux va- 
leurs de D et de ż qui satisfont le plus exactement 
possible aux trois observations données. 

27. Pour montrer comment on procéderait à la cor- 
rection des élémens de l'orbite par la méthode des 
variations déterminées, exposée n° 21, reprenons 
les trois observations du n° 25, et après avoir cal- 
culé les angles U, V, U’, V' avec les valeurs que 
nous avons supposées à la distance périhélie et à 
l'instant du passage, nommons m et m’ les diffé- 
rences V—U et V'— U'; on aura, par ce qui pré- 
cède, 

m=- 1177, m =- 1958. 
Faisons subir maintenant une légère variation à la 
distance périhélie, sans altérer l’époque du passage. 
Supposons, par exemple, 


D= 1.00598, inst. du pass. sept. 28/,5153. 


En calculant de nouveau, avec ces données, les 
angles U, V, U’, V', on trouve 


Dr To Oe, O 0972535 0e 
Ne 15.50%) Mi ==026. 55.97, 
V—U = 30 49", V'—U' = r22 1. 
n = +: 2589" n = + 4921". 


Faisons varier enfin l'instant du passage, er conser- 
vant la distance périhélie employée dans la pre- 
mière opération ; supposons par exemple , 


D = 1.04598, inst. du pass. sept. 29,5155. 


So THÉORIE ANALYTIQUE 


En recommencant avec ces données les calculs précé- 
dens, on trouvera 


USATI M4 0 1.42, 27 10 0 

Veee TO 220123 Vete 11-1022 
V—U... 6'23" V'—U'... 11° 46 

p = + 587, p= + 706". 


Au moyen des valeurs de m, m', n, w, pet p', 
on formera les suivantes : 


m-n=-1212", m=p=+794", m-n’ =- 2963", m -p'=-41252", 
et l’on aura à résoudre ces deux équations 


— 1212.U + 794. t =. 2177 ; 
— 20963.u + 1252.41 = 1958, 


d'où l’on tire 
u = — 0.097040, t = + 1.55425. 


En multipliant respectivement , par ces deux quan- 
tités, les variations — 0.04 et + 1/, que nous avons 
supposées à la distance périhélie et à l'époque du 
passage, on aura, pour les variations véritables de 
ces élémens, 


dD = + 0.0058816, di—=+1,33425, 


d'où l'on conclura, pour la distance périhélie et 
l'instant du passage au périhélie corrigés, 


= 1.049862, inst. du pass. sept. 29,6495. 


En calculant avec ces élémens les angles U, V, U’, V’, 
on aura 
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UN 15148, UA 97 5074, 
V... 15.14.10; Verser: 5626 
UV... EME A 1/18". 


On ferait disparaître entièrement ces différences, en 
augmentant un peu la distance périhélie et en avan- 
çant l'époque du passage; mais comme elles ne s'é- 
lèvent guère à plus d'une minute, nous ne pous- 
serons pas plus loin cette recherche, et nous deter- 
minerons, d’après la distance périhélie et l'instant 
du passage précédent, tous les élémens de l'orbite. 
Le calcul que nous venons de faire des angles U, V, 
U', V' a donné 


= 60° 1550" 10 = 449 Mad es 51° 39/. 4" 
Mo go. 2,4% 52.31. 0 Amsdn gén 
p= 5.52, (9 —306.16.4m9 —=517.29. 1. 


En combinant entre elles les valeurs qui se rappor- 
tent à la première et à la dernière observation , parce 
que ce sont celles qui donnent aux numérateurs et 
aux dénominateurs des formules du n° 20, les plus 
grands nombres et dont on doit attendre, par con- 
séquent, le plus d’exactitude, on trouve 


Lee 66 6, a = 279° 1544". 


i est linclinaison de lorbite, et le mouvement de la 
comète étant direct, æ est la longitude du nœud 
ascendant. En nommant o la distance de la comète à 
ce nœud, à l'époque de la première observation, on 
trouve par la formule (29), n° 16, 
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ge 26° 4 45", 
d’où l'on conclura, pour le lieu du périhélie sur 
l'orbite, 
+ c++ a = 433! 50", 
Les élémens de l'orbite de la comète de 1824 seront 
donc 


Passage au périhélie , septembre. . . 29,6495 


Distance périhélie. . . . . . .. * + 1.049862 
Lieu du périhélie sur l'orbite. . . . .  4°33/ 59" 
Longitude du nœud ascendant. . . . 279.13.44 

Inclinaison de l'orbite. . > . . . .. 54,36. 6. 


Sens du mouvement direct. 
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CHAPITRE IŢI. 


Perturbations du mouvement elliptique des Comètes. 


28. Les comètes sont, comme les planètes, assujet- 
ties à des perturbations qui altèrent leur mouvement 
elliptique autour du Soleil, et qui font varier par de- 
grés les élémens de leurs orbites. Ces perturbations 
sont en général beaucoup plus considérables pour les 
comètes que pour les planètes, et elles sont surtout 
sensibles dans la durée des révolutions. Leur déter- 
mination doit dépendre évidemment des mêmes prin- 
cipes que celle des inégalités planétaires, puisqu'elles 
dérivent de la même cause, et la méthode exposée 
n° 15, livre Il, qui consiste à exprimer l'effet des 
forces perturbatrices par la variation des constantes 
arbitraires qui entrent dans les formules du mouve- 
ment elliptique, paraît être encore dans cette question 
la plus appropriée à la nature du problème. On dé- 
termine, en effet, très simplement de cette manière 
les variations différentielles de chacun des élémens 
de l'orbite, et il ne s’agit plus que d'intégrer ces for- 
mules pour avoir tous les élémens du mouvement 
de Ja comète dans son orbite troublée. Malheureu- 
sement cette intégration présente de grandes diff: 


6.. 
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cultés. Les excentricités des orbites des comètes étant 
en général très considérables, et leurs inclinaisons 
à l'écliptique variant à l'infini, il n'est plus possible 
de développer la fonction perturbatrice en série con- 
vergente ordonnée par rapport aux puissances as- 
cendantes de ces quantités, et il faut renoncer à la- 
vantage d'avoir, pour déterminer les inégalités des 
comètes, des formules qui, comme celles des per- 
turbations planétaires, embrassent un nombre indé- 
fini de leurs révolutions et ne demandent que des 
subslitutions numériques pour donner les résullats 
cherchés. Pour intégrer les formules différentielles 
des élémens de l'orbite troublée, on est obligé ici de 
recourir aux méthodes d'approximation connues sous 
le nom de quadratures mécaniques. Ces méthodes 
consistent à partager la courbe décrite par la comète 
en portions très pelites, par rapport auxquelles on 
détermine les altérations produites par les forces per- 
turbatrices sur chacun des élémens de lorbite; diffé- 
rentes formules donnent ensuite le moyen den 
conclure les variations totales de ces élémens dans 
l'intervalle compris entre les deux extrémités de l'arc 
de trajectoire que l’on a considéré. On peut détermi- 
ner de cette manière les altérations des élémens de 
l'orbite elliptique pendant une révolution entière de 
la comète, c'est-à-dire dans l'espace de temps qui 
s'écoule entre deux passages de cet astre au périhé- 
lie; mais les calculs que cette méthode exige dans les 
applications sont immenses, et il convient de les res- 
treindre autant que possible, pour éviter tout tra- 
vail inutile au calculateur. C’est ce qu'on peut faire 
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tres simplement lorsque la comète est dans la partie 
supérieure de son orbite, et que sa distance au Soleil 
devient très grande, relativement à celle de la planète 
perturbatrice au même astre. La fonction dont les per- 
turbations dépendent peut, dans ce cas, se développer 
en série ordonnée par rapport aux puissances descen- 
dantes de cette distance, et les expressions différen- 
tielles des altérations des élémens elliptiques se par- 
tagent alors en deux parties dont l’une est intégrale 
par elle-même, et dont l’autre, beaucoup moins con- 
sidérable que la première, peut se déterminer par 
des approximations successives , aussi exactement que 
l'on veut. 

La théorie des perturbations des comètes peut donc 
être regardée comme complète, et les travaux de 
Lagrange sur ce sujet, exposés dans un beau Mémoire 
qui remporta le prix proposé par l'Académie des 
Sciences, en 1780, n'ont presque rien laissé à faire à 
ses successeurs. Sans doute on pourrait désirer, pour 
déterminer ces perturbations, une méthode dont l'ap- 
plication numérique fût plus simple; mais, par la na- 
ture même des difficultés que présente la question, 1l 
me paraît douteux qu'on y parvienne, etilest probable 
que long-temps encore ce sera à la patience du cal- 
culateur à suppléer sur ce point aux imperfections 
de l’analyse. 

Nous présenterons, dans ce chapitre, les expres- 
sions différentielles des élémens de l'orbite troublée 
des comètes , sous la forme particuliére qu'il convient 
de leur donner, pour faciliter l'application de la 
méthode des quadratures mécaniques à leur intégra- 
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tion. Nous développerons ensuite ces formules pour 
le cas où la comète est dans la partie supérieure de 
son orbite, et en considérant les termes de ces ex- 
pressions, qui peuvent s'intégrer rigoureusement, 
nous donnerons des formules analytiques qui expri- 
meront, sous forme finie, la partie la plus considé- 
rable des perturbations. Nous exposerons enfin le 
moyen de déterminer par approximation Vautre 
partie avec toute la précision désirable. Dans le cha- 
pitre suivant, nous présenterons, avec autant de dé- 
tails que le permettront les bornes de cet ouvrage, 
l'application de ces formules aux trois comètes dont 
le retour périodique est maintenant constaté. 

29. Soient m la masse de la comète x, y, z ses 
coordonnées rectangulaires rapportées au centre du 
Soleil dont la masse est représentée par M; soient 
x', y’, z' les coordonnées de la planète perturbatrice 
m', rapporlées aux mêmes axes et à la même origine 
que les premières. Si l'on désigne par r et r les 
rayons vecteurs de m et de m’, et que pour abré- 
ger on fasse 


p° = (x'— x) + —7) + (3! — 2}, 
et 


les trois équations différentielles du mouvement de 
m autour de M, en négligeant, pour plus de sim- 
plicité, la masse de la comète devant celle du Soleil 
prise pour unité, ce qui suppose m- M :=1, seront, 
n°8. livre H, 
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dx x dR \ 

qe aj a i 
ge at á / 
dy y_R 
at= i (A) 
d’z Z dR 


de Tin, di 


Lorsque R est nul, ou lorsqu'on fait abstraction 
des forces perturbatrices, ces équations son{ celles 
du mouvement elliptique : nous avons développé 
leurs intégrales complètes dans le chapitre IV du livre 
cité. 

Supposons donc que x, y, z soient les trois coor- 
données de la comète dans l'orbite elliptique, et 
xx, y+ dy, 24 d'z, ce que deviennent ces 
valeurs dans l'orbite troublée, dx, dy et dz étant 
de très petites quantités de l’ordre des forces pertur- 
batrices ; en substituant æ+-d'x, 7 +dy, 2443, 
à Ja place de x, y, z dans les équations précédentes, 
et négligeant, comme on le fait ordinairement dans 
la théorie des comètes, les termes du second ordre 
par rapport à m, on aura 


d'.dx dx 3x0r dR 


dé TAE rt ds? 
d dy dy 3ydr _ dR 
Sg rt © 


d’. dz d2 3zðr dR 
C a 
Si ces équations étaient intégrables, elles donne- 


raient immédiatement les valeurs des variations cx, 
d'y ct d'z, el en les joignant aux valeurs des trois 
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coordonnées x, y, z relatives au mouvement ellip- 
tique, on pourrait déterminer à chaque instant le 
lieu de la comète dans son orbite troublée. 

On peut satisfaire aux équations (B) dans deux cas 
qu'il convient d'examiner, parce qu'il en résullera 
des considérations qui nous seront utiles dans la suite: 
Supposons d’abord .que la comète s'approche beau- 


coup du Soleil; les coordonnées x, y, 3 deviennent 


lors très petites, ainsi l tés À R dR, 
alors très petites, ainsi que les quantités s o Ta? 


en effet, en développant R, on a 


I p 3. (xx' zz)? 
R = m (G ar AE D G a + ete.) r 
d'où l’on voit que si l'on suppose que x, y, z soient 
de l’ordre m’, les trois différentielles partielles de R 
seront de l’ordre du carré des forces perturbatrices, 
et les altérations qui en résulteront seront insensibles. 
Il est permis, par conséquent, de supposer nuls les 
seconds membres des équations (A), d'autant plus 


que dans ce cas les termes 5, z, z deviennent 
très grands. Le mouvement peut donc être alors re- 
gardé comme elliptique, et l'on satisfait en effet aux 
équations (B), en y faisant dx, dy et d'z égaux à 
zero. 

Concevons maintenant la comète dans la partie 
opposée de son orbite, et supposons que son rayon 
vecteur r devienne très grand relativement au rayon 
vecteur » de la planète perturbatrice. On pourra 
développer R en suite convergente par rapport aux 
puissances descendantes de r: on aura ainsi 


WWwW.rcin.org.pl 


DU SYSTÈME DU MONDE. 89 
R=m'. [i+ (xx -Hyry Haz") (= — à) ] +R; 


en supposant, pour abréger, 


, m 7 me (ox yy zz TD Slr Fy, +yy'+sr- Hair), 
RS 2e A Le 
L a 5 A +ete. | 
En différenciant cette expression de R, abstraction 
faite de R’, on trouve 


À Rs 


Tm. um S (xx yy ae) |, 
valeur exacte, comme il est aisé de s’en assurer, aux 
. ` , ne ON , 
quantités près de 1 ordre — ; la première des équa- 


tions(B) devient donc 


dèr dr 3rèr TT —r x 3x P $ iy) 
E E $ -3 as wary EA | 


Si l’on observe que l'on a 
d'u mes TI x + ydy “+ zts 


r ? 


et que, négligeant le carré des forces perturbatrices, 
on peut supposer dans les termes multipliés par m’, 


dx £ is wi 


PENT FL ENG Le pi? 


on verra aisément que cette équation peut s'écrire 
ainsi 
d'òr hf , dx 


— me =(dr— mx 


de hé dt* ` de: 
n Sry > : 
+ y— m y ). + + (dz— m'a de ~ 


Ot I 
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Les équations différentielles en dy et dz fourniront 
deux équations semblables. On satisfait à ces équa- 
tions, abstraction faite du dernier terme de leur 
premier membre, en supposant d'x=m'x", y= m'y’ 
et da= m'az. Soient donc 


d'ami +E, dy=my tn, dz=n' tt, 
l'équation précédente deviendra 


dE dx 73e 3cy 3xz 
CES E = $ (= ymm dó le 
de TT ENF 5)+ r +6 T has 


et l'on y satisfera en prenant £=+}.m'x,n—3%.n{y, 
č—; .m'z. Il en serait de même des équations diffé- 
rentielles relatives à n et à £ ; on aura donc enfin 


dx=mit+imz, dy=my + kimy damma +. mz. 


Telles sont les valeurs de dx, dy et dz qui ré- 
sultent des équations (B), abstraction faite des termes 
que nous y avons négligés, et qui sont d'autant plus 
exactes que la comète s'éloigne davantage du Soleil. 
Si lon voulait avoir des intégrales de ces équations 
plus approchées, on désignerait par d'x, d'y, d'z, 
les quantités très petites qu'il faut ajouter aux pré- 
cédentes, pour avoir les valeurs exactes de d'æ, dy, 
dz, et changeant dans les équations (B) dx, dy, ca 
en d'x, d'y, d'zet R en R', on aurait trois nou- 
velles équations qui serviraient à déterminer ces 
quantités. 

30. Proposons-nous maintenant de déterminer les 
variations qu’il faut faire subir aux constantes qui 
entrent dans les formules du mouvement elliptique, 
pour satisfaire généralement aux équations (A), au 
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moyen des mêmes intégrales. En supposant R nul, 
nous sommes parvenus, dansle chapitre LV du livre I, 


aux sept intégrales suivantes , 


a # 
XY,—XY=C, XLR —X2,= C, | 
7 à À, wi 
À té à ha AR CE CT ER US 
dem A 9 z FT 1} u (C) 
L=c"z3,—cx — f, sr — Cyr f", | 
1 
Da 2H Aen =g 
i i e, 7 "i | 


En nommant, pour abréger, x, Y, 2,, les trois 


n Ao. ddy "dz 
quantıtes TI Ooa 


La constante a représente, dans ces équations , le 
demi grand axe de l'orbite. 

Les trois constantes 6, c’, c” fixent sa position. En 
effet, si l’on nomme @ l’inclinaison du plan de cette 
orbite sur le plan fixe des x, y, et æ la longitude de 
son nœud ascendant comptée sur le même plan, on 
aura 


z==tang® cos 4.y—tang @ sin a. x. 


Cette équation , étant comparée à l'équation 
catey-hc"'x— 0, qui résulte des intégrales (C), 
donne 
v AF. ga c” 


tang a == —-—, 
c 2 3 € 


tang ® = 


Les constantes f, f’, f” déterminent l'excentricité 
et le lieu du périhélie. En effet, soient e le rapport 
de l’excentricité au demi grand axe, et ¿ la longi- 
tude du périhélie projeté sur le plan des x,y, ou 
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aura, n° 21, livre Il, 


e NFEE , tang ie 


Pour simplifier les formules suivantes, nous pren- 
drons, pour le plan fixe auquel on rapporte la po- 
sition de la comète et celle des planètes perturba- 
trices, le plan de l'orbite primitive de la comète; 
dans ce cas, l'angle @ est nul à l'origine de la pé- 
riode que lon considère, en sorte que les cons- 
tantes €’ et c” seront de l’ordre des forces pertur- 
batrices. On a d’ailleurs, par le numéro cité, 


maS fid + fe 
n e 


? 


d'où l'on voit que f” est du même ordre que 
’ et c". Il suit de là que si l’on n’a égard ; comme 
nous le ferons, qu'à la première puissance des 
forces perturbatrices, on pourra négliger le carré 
de f”; si de plus on nomme w la longitude du péri- 
hélie sur l'orbite comptée à partir de l'axe des x , on 
aura, aux quantités près du second ordre, par rap- 
port à l'inclinaison @, i= w; on aura donc simpie- 
ment, pour déterminer les deux constantes e et w, 
, 
=V F+] Hf sina= AER =) LOS D==—; pa =? 
pae VIFS 


ou, ce qui revient au même, 


e.sin œ = f', e.cos œ =f. (b) 


Déterminons maintenant les variations des six 
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constantes a, c, č, cd, f et ff. Comme les 
grandes excentricités et les grandes inclinaisons des 
orbites des comètes ne permettent pas d'appliquer à 
ces astres les formules que nous avons développées 
dans la théorie des inégalités planétaires, nous ne 
suivrons pas ici l'analyse du chapitre VI du livre H, 
et nous exprimerons les altérations des élémens de 
l'orbite elliptique par des formules qui contiendront 
la quantité R et ses différentielles sous la forme où 
elles sont données immédiatement, c’est-à-dire en 
fonction des coordonnées de la comète et des planètes 
perturbatrices. Les intégrales (C), où les constantes 
arbitraires se trouvent exprimées au moyen des coor- 
données de la comète et de leurs différences pre- 
mières divisées par l'élément du temps, sont trés 
commodes pour cet objet. En effet, nous avons vu 
n° 57, livre cité, que si l’on suppose à l’une quel- 
conque des intégrales du mouvement elliptique cette 
forme 


a= konet (fr, y, 7, PRET, 


la même intégrale conviendra aux équations diffé- 
rentielles du mouvement troublé, pourvu qu'on y 
regarde comme variable la constante a , et qu’on dé- 
termine sa variation par l'équation 


le da 
i de * ds, - (D) 


da \ í 
da = gô T Aiar, Y, dz, 


de, Tı 


La caractéristique d désignant ici des différentia- 
tionsrelatives aux constantes seulement, les variations 
de ces constantes étant liées entre elles par les équa- 
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tions 
ENT" Mure de ——0, 
cdr = di, d Todi De dt 
i ET F , nl DA 


Si l'on substitue successivement a, c, c', c", f, f' et 
leurs différentielles dans la formule générale (D), et 
qu'on remplace les trois quantités J'x,, dy,, dz, par 
leurs valeurs, en observant que z est de l’ordre des 
forces perturbatrices et que nous négligeons leur 
carré, on aura d'abord 


d=—32. (a, EHL T) l.: PRAT $ 


et ensuite 


do = (x Danti dt, 
dc = — x À de, 

ph. = dR 2 
de= I-go kean 


dR „di 
df =(2 I T: dy+(xdy—ydx).$ ay , 


dR dR 
fr Rx D) dx + (rdr—xdy) À 

Les variations des constantes f, f', c’, c" étant dé- 
terminées, on en conclura aisément celles des cons- 
tanstes e, ©, @ et æ. En effet, en différenciant les 
équations (b), on aura 


de = sin ©w.d f' + cos w .df, 
edw= cos œd f! — sin w.df. 
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Nous avons nommé œw la longitude du périhélie 
comptée de laxe des x; si l'on prend pour cette 
droite le grand axe de l'orbite de la comète , w sera 
de l’ordre des forces perturbatrices, et les équations 
précédentes donneront simplement 


damd i dome 
Si lon suppose, comme dans le n° 44, livre II, 
tang Ọsin a =p, tang Ọ cosa =q, 


et qu’on remarque quon a, n° 20 du même livre, 
CH et d'—a.(i—e*), ce qui donne, en négli- 
geant le carré des forces perturbatrices c—=\/a.(1—e*), 
on aura! 

dc” do" 


V'a.(r—e)? da ED 


Ces formules serviront à déterminer la position de 
l'orbite troublée de la comète par rapport au plan 
de son orbite primitive; il sera facile ensuite d'en 
conclure la position de cette orbite par rapport à un 
plan fixe quelconque. 

51. Il nous reste à trouver la variation dela sixième 
arbitraire qui entre dans les formules du mouvement 
elliptique, et que nous avons nommée la longitude 
de l'époque. Reprenons, pour cela, les formules de 


dp = 


1 ; = 
ce mouvement ; en faisant, pour abréger, n= a à, 
on a, n°22, livre IT, 


nt- € — w = u — e sin u, } 
| a.(1 79 0 
PR oo Que) == 4 (1—ecosu). \ 
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Dans ces équations, nt +€ représente la longitude 
moyenne de la comète, nt-}e — w est son anoma- 
lie moyenne, u son anomalie excentrique, et ?—« 
son anomalie vraie. 

Soient x et y les coordonnées rectangulaires de la 
comète rapportées au plan et au grand axe de son 
orbite, les abscisses æ étant comptées du foyer vers le 
périhélie, on aura 


x = r cos (v —w), y= r sin (v — w); 
on a d’ailleurs, en comparant les deux valeurs de r, 


I -— e° 


=m T  — eE COS U 
1 -4e cos(v— vw) ? 


d’où l’on tire 


5 V'1-e".sinx 
sin(v— o) =- a cos (v— w) = 


cosu — e 
1 —e cosu 


En substituant ces valeurs dans les expressions de x 
et de y, on trouve 
x—a.cosu—ae, Y= a\/i—e,.sin u. 


Cela posé, si l'on différencie la première des équa- 
tions (a), on aura, dans le cas de l’ellipse inva- 
riable , 

ndt = du.(ı — e cos u). 


Cette équation doit encore subsister dans le cas de 
l'ellipse troublée, c'est-à-dire lorsqu'on regarde ses 
élémens comme variables; on aura donc ainsi 


de—do= du.(1—ecosu)—de.sinu, (3) 
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l'anowalie une variant ici qu'à raison de la variation 
des constantes que sa valeur renferme. 

Si l'on différencie l’expression de cos (v — w) en y 
faisant varier les constantes e et w, et qu'on y subs- 
titue ensuite pour sin (v — w) sa valeur, on trouvera 
aisément 


sin x 1 — ecos u 
du = — — . de — ——— . dws 


T= Vie 


Cette valeur, substituée dans l’équation (3), donne 


- de.sinu(2—ecosu—e) do.(t—ecosu)’ 
do — ` - De ( ) 


PC" ae = 
formule qui déterminera la variation de e, lorsque 
celles de e et de w seront connues. On peut écrire 
ainsi cette équation 


my —> de sin u. (2 — e cos u— e’) 
dut=de a se a, 


1— e 
E aga a u. (2 —e cos vi 
Vi—e 


et si l’on remplace, dans le second membre, de et 
ed» par leurs valeurs df et df', etqu'on observe 
que les valeurs de x et y, en les différenciant et 
substituant pour du sa valeur tirée de l'équation 
ndt = du.(1—e cos u), donnent 


andt. sinu s andt. Y 1— e. cosu 
dx double, WE LUE COS 1 


1 — € COS u’ i I —e cosu 


Il est facile de voir qu'on pourra lui donner cette 
lorme 
Tone II. 7 
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du mu da (1 — Vie) = — —— = = (y.df—x.df") 


ne = df+ © af a 


an(i — e ior T 


Maintenant, si dans cette équation on substitue 
pour df et df' leurs valeurs déterminées précé- 
demment, en remarquant que l'on a 

, q 


x dy — y dx = a Vie. ndt, 
a.(1—e cos u =r = x Hy, 


on trouvera 
dd (TE VE) andi. (x E +y F) (5) 


Cette équation donnera la valeur de de au moyen 
de celle de d: supposée connue. En remplaçant dw 
par sa valeur, on aurait, pour déterminer de, une 
formule directe; mais il est plus commode de lui 
laisser cette forme. 

On peut observer qu’en différenciant la première 
des équations (a), nous avons regardé n comme inva- 
riable ; la variation de cette constante introduirait dans 
l'expression précédente de d: le terme — tdn; mais ce 
terme disparaîtrait dans l'expression différentielle de 
la longitude moyenne nt+ € qui serait en effet 


ndt + tdn — tdn +- de. 


Tl est donc inutile d'y avoir égard, puisque l'ex- 
pression de cette longitude est la seule qui contienne la 
constante € dans les formules du mouvement ellip- 
tique, ou, ce qui revient au même, on peut supposer 
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que le moyen mouvement est exprimé par fndt 
dans le mouvement elliptique et dans le mouve- 
ment troublé, la valeur de z étant, dans ce dernier 
cas, celle qui résulte des perturbations. Pour la dé- 


; née" br: 
terminer, observons que l'équation n = a * donne, 
en la différenciant, 


dn =? zan. dż. 
s z i 
En substituant donc pour E sa valeur, on aura 


dn = — Ban. . dx +R. dy). 


Cette équation donnera, en l'intégrant et en y 
ajoutant une constante, le moyen mouvement dans 
l'orbite troublée. 


32. Rassemblons les différentes formules que nous 
venons de trouver. Si, pour simplifier, on fait 


La r 
E y aN = ps 
Ta g PEL -5 , O AR g 3j? 


ce qui donne 


; à dR dR 
et que l'on substitue dans ces formules pour z=, Ty’ 
dl rr 
T , les valeurs précédentes, et pour x et y, leurs va- 


leurs en fonction de u, on aura 
Tee 
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da ——2m'du.a sinu.X-Ham'du.a’ V 1-e.cosu.Y, 
de =m'.du.aV/1=2cosu.(xY-yX)+m'du.aV1-erY, 
eda =m'du. asinu. (xY-yX)j-m'du.a V 1-¢.rX, 


d = (1-V 1-e).dø —2m'du.r. (x X+ yY), (6) 


dp = Ea. 


în joignant à ces équations la suivante, 
dn = 3ndu.@n.sinu.X—3m'du.any 1 —e°. cosuY, (7) 


qui donne directement la variation du moyen mou- 
vement, on pourra déterminer par de simples qua- 
dratures les altérations de chacun des élémens qui 
fixent les dimensions et la position de l'orbite de la 
comète, ainsi que la situation de cet astre à un ins- 
tant donné, 

Dans les applications numériques des- formules 
précédentes, on sera obligé de déterminer les valeurs 
des différentes variables qu’elles renferment, corres- 
pondantes à une valeur donnée de l’anomalie ex- 
centrique u. Ona, par le n° 31, l'expression des 
coordonnées x, y, et du rayon vecteur r de la comète 
en fonction de u; on pourra donc en déduire immé- 
diatement leurs valeurs, et il ne restera plus qu’à 
calculer les valeurs simultanées des coordonnées à, 
7', z de la planète perturbatrice. Pour cela, observons 
que le grand axe de l'orbite de la comète ayant été 
pris pour axe des x, si l'on nomme y l'inclinaison 
de l'orbe de la planète sur celui de la comète, À la 
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longitude de son nœud ascendant, comptée sur ce 
dernier plan, à partir de la ligne des absides, qu’on 
désigne de plus par p l'angle que fait le rayon vecteur 
r'avec la ligne des nœuds, on aura, par une construc- 
tion très simple , 


x’ = T cos v’. cos À —r sin v. sin À . COS y, 
y'= cos v. sin Ar" sino. cos A . cos y, 
z =r sin v’. sin. 


I sera facile, d’après les positions connues des or- 
bites de la comète et des planètes perturbatrices, de 
calculer les constantes À et y qui entrent dans ces va- 
leurs. Quant au rayon vecteur 7” et à l'angle v’, on 
observera que le temps écoulé depuis le passage au 
périhélie est donné, en fonction de u, par l’équa- 
tion 

3 
t—a.(u—e,sinu). 
En joignant la valeur qui en résullera à l'instant du 
passage, on aura l'époque qui se rapporte à la varia- 
tion supposée dans l'arc de l'anomalie excentrique x; 
les tables astronomiques fourniront ensuite toutes les 
données nécessaires pour déterminer les valeurs cor- 
respondantes de r’ et de v’. 

53. Un des points les plus importans de la théorie 
des comètes est l'altération du temps périodique; elle 
dépend de altération de l’'anomalie moyenne, et celle- 
ci se détermine aisément au moyen des formules 
précédentes. : 

En effet, si l’on nomme £ l'anomalie moyenne de 
Ja comète, on aura , dans l'orbite elliptique, 
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C= [ndt e — o. 


Cette équation conviendra encore au mouvement 
troublé, pourvu qu'on y regarde é et w comme va- 
riables et quon y substitue pour z sa valeur 


n=N + fdn, 


N étant une constante qui représente la valeur de z, 
ou le moyen mouvement de la comète dans l'unité 
de temps, au commencement de la période que l’on 
considère, et fdn étant déterminé par la formule 
(7). On aura donc, en différenciant la valeur de £, 
par rapport aux constantes seulement, 


dé = dt. [dn + de — do ; 


d'où l'on tire, en intégrant, 


Sd = f difin + [dé — fdo. 


Cette équation servira à déterrniner la variation 
de l'anomalie moyenne; on peut la simplifier en fai- 
sant disparaître la double intégrale qu'elle renferme : 
en effet, on a 


ff dn= tfadn— f'tdn ; 


on aura donc 


Sdz = 1jdn— fin + fde — f do, 


valeur qui ne dépend plus que de simples quadratures, 
comme celle des altérations des autres élémens de 
l'orbite. 

Cela posé, on aura généralement peur l'expression 
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de l’anomalie moyenne dans l'orbite troublée, après 
un temps quelconque ĉ , 


=Ni pemo f E. 
Si lon suppose que Pon commence à compter le 
temps Z de l'instant du passage au périhélie , l'angle 
e— w sera nul pour cette époque, puisque, par celte 
hypothèse, on a { =o en même temps que t = 0. 
On aura donc simplement 


Soit T le temps qui s'écoule entre deux passages 
consécutifs de la comète à son périhélie , lorsqu'elle 
aura achevé sa révolution; on aura 


dé = T/ün— fidn +fde—fäw. (8) 


Les intégrales devant s'étendre depuis t= o jusqu’à 
t= T, l’anomalie augmente dans cet intervalle de 
360° ; on aura donc, pour le même instant, 


27 = NT + fdt, (9) 


m étant la demi-circonférence dont le rayon est 
l'unité. 

Prenons, pour fixer les idées, la comète de 1682, 
revenue à son périhélie en 1759, et dont il s'agit de 
fixer le prochain retour. On calculerait immédia- 
tement l'instant de ce passage au moyen de l'équation 
(9), si la valeur de la constante N, relative au périhé- 
lie de 1759, était connue; mais cette valeur ne sau- 
rait se conclure directement, comme celle des autres 
élémens de l'orbite, des observations faites pendant 
l'apparition de 1759, clle se déduit du temps qu'a 
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employé la comète à faire sa révolution anomalis- 
tique de 1682 à 1550, et cette donnée est affectée des 
periubations qu'a éprouvées cet astre durant cette 
période. Pour la déterminer, supposons que T soit 
l'intervalle de temps qui sépare les passages de 1682 
et de 1759, et que N soit la valeur de z qui répond à 
l'origine de cette période; à l'instant du passage au 
péribélie de 17959, par l’équation (9), on aura 


N= 27 Sik 
T 
Les intégrales / devant commencer à l'instant du pas- 
sage au périhélie de 1682, où nous fixons l’origine du 
temps £, et s'étendre depuis t= o jusqu'à 4= T; et les 
valeurs des constantes e, €, w se rapportant aux ob- 
servations du même passage. 

Cette équation donnera la valeur de N relative au 
périhélie de 1682, et l'on en conclura celle de N’, 
relative au périhélie de 1759, par l'équation 

N'=N+ fän, 
l'intégrale commencant, comme les précédentes , à 
l'instant du passage au périhélie de 1682, et devant 
s'étendre depuis 1 = o jusqu'à £ = T. On aura ensuite 


les valeurs du grand axe de l'orbite qui se rapportent 
aux mêmes époques par les équations 


y 1 arad l 
N= z» Nr = 


Soit maintenant T' l'intervalle de temps inconnu 
qui s’écoulera entre le passage au périhélie de 1759 
et le prochain retour qu'il s’agit de déterminer. On 
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aura, pour cette époque, 


dt = tfän — fidn di: — fdo » {10) 
et par suite, 


27 =E N'T d; (11) 


les intégrales J commençant ici à l'instant du pas- 
sage au périhélie de 1759, et s'étendant depuis £ = o 
jusqu'a z= T'; les valeurs des constantes e, €, w 
qu'elles renferment étant d’ailleurs celles qui ré- 
sultent des observations de la comète faites à la 
n:ĉme époque. 

L’équation (11), qui ne renferme que l'inconnue T’, 
servira à déterminer sa valeur. On connaîtra ainsi l'in- 
tervalle de temps qui doit s'écouler entre le passage de la 
comète au périhélie effectue en 1750, et le passage sui- 
vant; on pourra par conséquent fixer d'avance l'époque 
de son prochain retour au même poiut de son orbite, 

34. Toute la difficulté de la théorie des perturbations 
des comètes se réduit donc à intégrer les formules (6). 
Cette intégration, comme nous l'avons dit, n’est pas 
possible en général; on ne peut effectuer que par le 
moyen des quadratures mécaniques. L'analyse four- 
nit différentes formules pour cet objet ; nous allons 
présenter celle que lon a généralement adoptée, et 
qui résulte fort simplement des premiers principes du 
calcul aux différences. 

Soit y une fonction quelconque de x, et soient 
2,70, 70..., yO, ce que devient successivement 
cette fonction, lorsqu'on suppose x =o, x—#, 
XZ=2@...,, X= ia ; désignons par A7), AJ, etc., 
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les différences finies de ces quantités prises deux à 
deux, par 47%, A:y0 leurs différences secondes et 
ainsi de suite, en sorte qu'on ait 


110270) —=A4yC), Aytay) = A71), Ayt —A*y le) SAMO 
72-70 yo; Ay -Ayt =A, A°y)-A°y0) =4409, 
“EAr A, > , aTe e ë (k) 
Ayia Jay ayay n la nant an), 

y -y i= zay. 


etc. 


aa onma" + a u le lis elien +. Us RG MR 


De ces équations on tire, par des substitutions fa- 
ciles, 


g” =) 4+- Ay® ; 
y” = 79 + 2 Ay(? + Ayo, 
yO = 39 + 3A7( + 34779 t AE, 


etc. ; 
d'où l’on conclut généralement 


1a = ee 


.4 y) i i(i— 27 ae. (m) 


L 
formule qui sera très convergente, si les différences 
Ay°, Ay, Aïy®, etc., décroissent avec beaucoup 
de rapidité. 

Cela posé, on peut regarder y = f(x) comme l'é- 
quation d’une courbe parabolique dont y représente 
l’ordonnée et x l’abscisse ; cette courbe passera par 
les extrémités des ordonnées équidistantes y(, 
3, etc., et l'on aura d'autant plus de facilité pour 


y= yti 2. AOL TT 
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la tracer, que ces coordonnées seront plus rappro- 
q TOR TA EP) 

chées ; y® sera donc l’ordonnée qui répond à l’abscisse 
quelconque x = iæ et /y®dx l'aire indéfinie com- 
prise entre la courbe et l'axe des x. Si dans l'équa- 
. . « CT 
tion (m), on substitue pour ? sa valeur =, on 


aura 


a(x—<) (x—22) 22) 


<= za] A y0 EER = 
1.2. F4 


20) =JO4 .A A My) tete. 


Multiplions cette valeur par dx et intégrons-la depuis 
x= o jusqu'a x = a, l'expression résultante sera | 
celle de Paire comprise entre les ordonnées y° et y(1); 

on trouvera 


[Pama yot aye ae gor ay + ayo- ete.) 


De même, pour Yaire comprise entre dE ordonnées 
3% et y®%), on aura 


fre dre. Go. Agt +. SET: 4130 Er tyt ) tés Aye )=otc. ÿ | 


et ainsi de suite. 

En prenant donc la somme de toutes ces valeurs , 
on aura pour l'aire totale comprise entre les ordon- 
nées y® et y”, 

[rdx = a .[r9 +78... 4 700] 
hs =.[a7® HAO LE Ayo)... + Aye] 


o) + Aay H Aay, ; .—+ Apt DR 


-+ etc. 
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On a d’ailleurs 


ay ay -Aay 41 AY") =y, 


AOPA OA, HAyG DAY AT, 
etc. 


L'expression précédente devient donc ainsi 
[ ydx=a.| + a TE TO). pe DA 2° x] 
— 5. [ay — Ay®] 
itayo go) ne 
ml e Ay] 
+ e [aye — à] 


— ctc. 


La détermination des différences ay™, ay, etc., 
qui entrent dans cette formule, dépend des quantités 
JEH, y+, etc., tandis qu'on n’est supposé avoir cal- 
culé ces ordonnées que depuis y® jusqu’à y™. Ce serait 
un inconvénient pour la pratique, mais on peut l'éviter 
en donnant une autre forme à cette exprêssion. Pour 
cela, remarquons que des équations (k), on tire 


Ay® = Aye p Ayo LE ayt ete., 
A7 = Arye 2. AT -H 5. Aty- etc, , 
AO S Aye ER 5,A4/%—0 10,5, A5y@-S) ete. 
etc.; 


d'où l'on peut conclure généralement 


WwW.rcin.org.pl 


DU SYSTÈME DU MONDE. 109 
Syst yai a ent AO ses) A3 g =i) pete. 


Si l’on substitue ces valeurs, qui ne dépendent 
plus que des quantités y", y"—*, etc., dans la for- 
mule (G), on aura 


frdx = =, É r+ S Aiia Ja 470-0480] 
== £.[ayt-® — Ay] 
r-T rie + ay] (P) 


Z [AS (a—3) „— — A370] 


720 
Sajo + 90] 
— elic. 


Le premier terme de cette série représente, 
comme il est facile de s’en convaincre, la somme 
des petits trapèzes compris entre les ordonnées y, 
y... 7%, somme qui approchera d'autant plus 
de Taire de la courbe parabolique, que les ordon- 
nées seront plus rapprochées, et leurs variations plus 
peutes. 

55. Pour appliquer la série précédente à l’intégra- 
tion des formules (6), représentons par Pdu la varia- 
tion différentielle de l’un quelconque des élémens 
de l'orbite de la comète, et regardons P comme 
l'ordonnée de la courbe parabolique dont l’anomalie 
excentrique u est l'abscisse. On fera varier u de degré 
en degré ou de deux degrés en deux degrés, etc., 
selon qu'on le jugera convenable, et l'on détermi- 
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nera les valeurs correspondantes de P qu'on dé- 
signera par P@, PO, PG), etc., et l’on aura par la 
formule (P) la valeur de /Pdu correspondante à 
un arc donné d’anomalie excentrique. On pourra 
presque toujours s'arrêter au premier terme de cette 
formule, les autres termes ne donnant que des 
corrections de Fordre des quantités négligées. Le 
seul cas où il deviendrait nécessaire de considé- 
rer ces termes, est celui où la comète approche 
beaucoup de la planète perturbatrice, ce qui rend 
= 
€ 
P. Mais alors il sera encore plus exact, pour que 
les ordonnées P ne subissent pas de trop grandes va- 
riations, de diminuer l'intervalle qui les sépare et de 
faire croître l'anomalie excentrique de demi-degré 
en demi-degré, ou de degré en degré, etc., selon les 
circonstances. 

36. On pourrait déterminer, par cette méthode, les 
variations des élémens de l'orbite elliptique pendant 
une révolution entière de la comète; mais nous 
avons vu que lorsque cet astre est dans la partie su- 
périeure de son orbite, et que la comète s'éloigne 
beaucoup de la planète perturbatrice, la partie la plus 
considérable de ses perturbations pouvait s'exprimer 
par des formules analytiques qui n'exigent plus que 
des substitutions numériques, ce qui facilite beau- 
coup le calcul de ces perturbations. Développons donc 
dans l'hypothèse précédente les variations des élé- 
mens de l'orbite. 

Reprenons la valeur de R , 


très grande la fraction —, et par suite la valeur de 
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R= m. LEE PATES ) 


3 


Sı Pon suppose la distance r de la comète au Soleil 
très considérable par rapport à 7”, distance de la pla- 
nète perturbatrice à cet astre, on pourra réduire l'ex- 
pression précédente en série convergente, par rap- 
port aux puissances descendantes de r, et l’on aura, 
n° 20, 


R= mi. É 4 (xx + yy'+ z2) Gi) | +R, 


R’ représentant une suite de termes dont le plus 


LA 
mr 


élevé est de l'ordre 


L'avantage qu'il y a à décomposer ainsi R en denx 
parties, c'est que la fonction R’ est essentiellement 


très petite lorsque le rapport - est une très petite 


fraction, tandis qu’au contraire R conserve toujours 
une valeur finie, quel que soit l'éloignement de la 


ar + yy zz 


comète, à cause du terme 35 qui ne dé- 


pend que de la distance de la planète au Soleil. Il en 
résulte qu'on peut, dans une première approximation, 
négliger tout-à-fait la seconde partie de R; les for- 
mules (6) deviennent alors intégrables par clles- 
mêmes, en sorte que la partie la plus sensible des 
perturbations des comètes peut toujours être expri- 
mée analytiquement par des formules finies , lorsque 
la comète est dans la partie supérieure de son orbite. 
Dans l'approximation suivante, on considérera la 
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fonction R’, mais il suffira le plus souvent de s'arrêter 
aux premiers termes de son développement. 

Faisons donc d’abord abstraction de R’; si l’on dé- 
signe par la caractéristique d’ des différentielles uni- 
quement relatives aux coordonnées de la comète, on 
aura 


dR=m'.[ dtt (den (52 )+ Er 37945 | 


DL mx D 
On peut, dans cette valeur, remplacer 5» 3 par 
dx dx r d' d'y 
mr | Care et 2, 2 uee = y 
dt dt nm? Fr dé dé 
reur que l’on commet étant de l’ordre du carré des 
forces perturbatrices. On trouve ainsi 


ler- 


drdč + dydy’ 


R= m.d. a gg à JT au 


Si l'on substitue cette valeur dans la formule (1), 
n° 50, et qu'on l'intègre, on aura 
damama (14 SEEN p a ON + const. 

r u de 

Si l'on determine la constante que cette équation 
renferme par la condition que d'a soit nul au point de 
l'orbite où l'on a commencé à considérer séparément 
les deux parties de R, l'expression résultante sera 
celle de l’altération du grand axe après un temps 
quelconque , compté à partir de ce point, due à la 
partie de R indépendante de R’. 

On peut obtenir, d’une autre manière, la valeur 
de d'a. En effet, si l’on difiérencie, par rapport à la 
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caractéristique d, qui aura ici la signification que 
nous lui avons donnée n° 29, l'équation 

dx’ + dy" -+ dz? 
mF de à 
On aura 
da __odr __ 2drd.dx + 2dyd. de 


a T r di 


Nous avons trouvé, dans le numéro cité, par l'inté- 
gration directe des équations différentielles du mou- 
vement troublé, 


dx=t.maxtmx, dy=}. my + my, 
ñz =}. mz 4 m'a! 


En substituant ces valeurs et leurs différentielles dans 
l'équation précédente, on aura 


A" dr E dy’ rr tyy drdz'+dydy 
da= am'a’ EG HE LE TON CU DE , 


: dx + dy* 2 1 
ou bien en remplaçant —-jp par sa valeur = —=, 


xx' tyy’ , drdx'+ dydy\ 
es € dé 


d'a=— °.ma—om'a G 
i . PRE 


On voit que cette expression coïncide avec celle 
que nous avons déduite directement de la formule (1), 


5 ar, 
en supposant dans celle-ci const. = — 3 ma, la cons- 


tante arbitraire étant déterminée, dans ce cas, de 


manière à satisfaire aux équations 
Tome Il, 5 
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dx—;.mx-max =o, dy—#imy—my—o, 
fz — 4m3 — m' 3! = 0. 


, . I pr . 
L'équation n* = = donne, en la différenciant par 


rapport à €, 


En substituant donc pour da sa valeur précédente, 
on aurà 


Pn = m'n- 3m'an (2 + EX Mo E ae) (g) 


de 


Cette valeur, augmentée d’une constante, donnera 
altération du moyen mouvement duc à la partie de 
R indépendante de R 

Déterminons , d'une manière semblable, la varia- 
tion de l’excentricité et du périhélie due à la même 
partie de R. 

La quatrième des équations (C), en remplaçant 
c et c' par leurs valeurs et négligeant le carré de 
z, donne 

DE dy. (xdy agds), 
iy fm r Han T dE 
En différenciant, par rapport à la caractéristique d, 
celte équation, on aura 
a dr — rdx d.d'y.(zxdy — ydx 
EEE RTE 


à dy .(xd.ð y — yd. dx + dydx — dxdy) 
AT ELLE UE SE 


dj == 
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et en substituant dans cette équation, pour dx, dy, 
dz, leurs valeurs précédentes, clle donnera 


Dim [ae 2 te) 7 FE x y) P cr oia dx) 
x 


dy. (xdy —y dx + x'dy— 2) 


+ de 


Si lon ajoute une constante arbitraire au second 
membre de cette équation, et qu’on la détermine par 
la condition que df soit nul à un point donné de l'or- 
bite, l'équation résultante donnera l'altération de f à 
partir de ce point, due à la partie de R indépendante 
de R’. Cette valeur doit être identique avec celle qui 
résulterait de l'intégration directe de l’expression 
de df, n° 30; c’est en effet ce qu'il est facile de véri- 
fier cn la développant dans l'hypothèse précédente , 


et en observant qu'on peut y substituer ps 


de? 

— pa a la place de z et de 6 et nu 
à la place de ? z et de Je 

Si l'on substitue pour EG Mr sa valeur 


J+ž dans l'expression de d'f, elle devient 


TAE dy Le es 
== ms +2+r 2 Sn GTS Le m= 


Fe dy. (zdy — y de Æ x dy — — yds 27 
LV ET 


En changeant, dans cette formule, x en 7, x' en y", 
et réciproquement, on aura, pour déterminer l’alté- 


S.. 
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ration de f’ due à la partie de R indépendante de R’, 
> ATE: = x. (ay — — x = x y) dx. (sdy — ydx) 
dfn [pts EFT 
x dx. (xdy'— y'dx + x'dy — ydx#)7 
EA à VO m\ 


Connaissant les variations de fet de f’, on aura celles 
de e et de w , par les équations 


de=df et edw=df. 


Considérons les variations de l'inclinaison et du 
nœud de l'orbite due à la même partie de R. En Ia 
différenciant , on a 


> =m [= ED AT a Bext’) | 


Si l’on substitue cette valeur dans les valeurs de 
dc' et de, n°30, et qu'on néglige les termes de 
l'ordre du carré des forces perturbatrices, on trouve 


dc = m. yz. Si z) dt, 
ii AA (à À = 28 
do! = m'.x1!. { 3). dt. 


G 


: 0 T g 
Remplaçons, dans ces équations, =, ž, za par 


d d dz’ 
== T an a 1" Te et intégrons les équations 


résultantes, nous aurons 


re (yds — s'dy 
de = me), 
Jd w. xds' s sd 


dt Z 


DU SYSTÈME DU MONDE. ny 


Les valeurs de d'e et de de étant ainsi connues, on 
aura celles de dp et de dg, dues à la partie de R 
indépendante de R’ par les équations 
è” d 


= = > d ee re O 
V'a.(1 —e) 7 yVa(i =e)’ 


et il sera facile d’en conclure les altérations corres- 
pondantes de l'inclinaison et du nœud. 

En retranchant les valeurs de d'a, dn, d'f, f, 
d'c', dc”, à un point donné de l'orbite, de leurs va- 
leurs à un autre point donné, on aura les altérations 
dans l'intervalle, de a, x, f, f’, c', č, dues à la par- 
tie de R indépendante de R’. 

37. On pourrait exprimer, par une formule sem- 
blable aux précédentes, la variation de la longitude de 
l'époque due à la même partie de R; mais cette for- 
mule est inutile à la détermination de altération de 
l'anomalie moyenne, qui peut se faire très simplement 
de la manière suivante : supposons que l’on fixe lo- 
rigine du temps au point de l'orbite où l'on com- 
mence à diviser en deux parties la fonction R, et 
nommons N le moyen mouvement de la comète en 
ce point, c’est-à-dire la valeur de z qui résulte des 
perturbations précédentes; on aura, après un temps 
quelconque t, compté du même point, 


fadt de — Jo=Nt+fSn.dt4+ de — de, 


En désignant par d'n la variation de z due à la par- 
tie de R indépendante de R’, on aura donc, pour dé- 
terminer. Faltération correspondante de Fanomalie 
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moyenne, 


dé = fd'n.di + de — Jo. 


Si l'on différencie cette expression et qu'on y substi- 
tue pour d. d'e—d,d'w, sa valeur donnée par l’équa- 
tion (4), n° 31, on aura 


d.d'e.sin u.(2-e—e cosu) dde. d.do.(1-ecos ge 


d dt =d'n.dt — 
E À 1 — €? rs ee 
équation qu’on peut écrire ainsi : 
Fp nee [eee u) ps du.(1=e cos Pa 
bi úi 1— e VAT a 
[an A la cosu + e) L sin re \ 
LAVE + de. A ara: PA ndt. 


En observant que lon a, n° 31, ndt=du.(1-ecosu), 
nous avons trouvé plus haut 


de = Jf, edo = df'. 


Si l'on désigne par ml ce que devient la valeur 
de dn donnée par la formule (g), au point de l'or- 
bite d'où nous comptons maintenant le temps £, il est 
clair qu'on aura 


d'n = d'n — ml. 
Les valeurs précédentes de dr, df, d'f' donnent 


d'ailleurs cette relation très simple, 


ne miui TN asinu df— m’ ae Es -ydx' -Y dx-x EE, 
n Lagi Vie, an, yV isc N dt; 


équation qu'il est facile de vérifier en rempla- 
cant d7, df, d'f’, par leurs valeurs et en comparant 
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dans les deux membres les coefliciens de x’, +, 
f 
pA et s4 après les avoir préalablement exprimés en 
AA pn de u. 
L'expression de d.d'¥ deviendra donc, en y subs- 
tituant pour d'», de, edw leurs valeurs, et en l'inté- 


grant énsuite 


_ sin u.(2—-e — e cosu) 


de mir TT m (xy — xy) 


a&a. yV 1e Lei 
nie (1 —e cos a} 
const. 
es À 


On aura l’altération de l’anomalie moyenne, depuis 
un point de l'orbite jusqu’à un autre point donné, due 
à la partie de R indépendante de R’, en retranchant 
la valeur de d£ au premier de ces points de sa valeur 
au second, 

38. Considérons maintenant les altérations des élé- 
mens de l'orbite dépendantes de R’. Lorsque la comète 
se trouve dans la partie supérieure de son orbite, R’ 
étant une très petite quantité , les valeurs de ces va- 
riations sont aussi très peu considérables. Si pour les 
obtenir, on substitue R’ à la place de R dans les for- 
mules (1) et (2), ce changement n'altérant en rien 
leur forme, il est clair qu’elles s’intégreront encore 
par la méthode exposée n° 34. Mais dans le cas où la 
comète s'éloigne beaucoup de la planète perturba- 
trice, et où il est avantageux de partager ainsi R en 
deux parties, ces formules peuvent se développer 
en suites convergentes, et l’on obtient leurs inté- 
grales par une méthode d’approxiniation beaucoup 
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plus expéditive que celle des quadratures méca- 
niques. 

Pour le faire voir, reprenons la valeur de R’, 
n° 20, 


Si l’on différencie cette valeur par rapport aux va- 
riables x, y, z, et que pour abréger, on fasse 
r° 15 (xx tyy cz: P 35 La CA en ler laz mir”) 
LEE r? ge 


P a e Ai EE siia 15, (xw l pui, +s ir’ 
75 : 


il est aisé de s'assurer qu'on aura 


A 1 Pr+Pr), À rés CPy+Py), —— a —=m'{(Pz+P'7), 


Substituons ces valeurs dans les formules (1), (2), (5), 
après y avoir changé R-en R’, nous aurons 


da =— m'a. [P. (xdr +ydy) +P'.(x'dr+y'dy)], 
df= n.P'{xy-ar).dr+m'.(xdy—ydx). (Py +P'y’), 
df'= m.P(ry—2 y) „detin (yde—ady).(Py+Py), 


E EA en i? -2andi[P.(x°- y) +P". (xx'-yy)] » (F) 

aau m pn Mer 2h 

P Vati—e) PET 

dq = ný épris | 
V'a(i—e) É 


Si Fon remplace dans ces formules P et P’ par les 
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séries que ces letires représentent; qu'on substitue 
ensuite pour X, 7, z, et r leurs valeurs 


. alı — e°) 
X =r COSV, Y =r Sn V, 250; TE ——— —— 
y 1 +e COSY p 
+ 
TT. clone done es 
et pour x’, y', 2',r', leurs valeurs données , n°52, en 
fonction des sinus et cosinus de v’; qu'on observe que 


par les formules du mouvement elliptique, on a 


rdv = dt. Va.li —e), (n) 

aT a ET E À 

rdd = dt. Va (i —e"), 
il est évident que chacune des expressions précé- 
dentes pourra se développer en une suite de termes 
de cette forme 


H.cós. (iw + i'o -+HK).do, (p) 


i et į étant des nombres entiers, I et K des cons- 
tantes fonctions des élémens des orbites de la comète 
et de la planète perturbatrice. 

Ces termes s’intègrent sans difficulté dané le cas 
où l= 0 ; ils ne sont plus intégrables généralement 
lorsque n’est pas nul; mais quand la comète est 
dans la partie supérieure de son orbite, les termes 
de cette espèce sont considérablement plus pelits que 
les précédens, en sorte qu'on peut presque toujours 
les négliger sans scrupule. Au reste, si l’on juge con- 
venable de pousser plus loin l'approximation, on 
pourra le faire de la manière suivante. 

Les deux équations (z) donnent 


red Va (i —e) 


ji y a .(1—e j 
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Le terme qu'il segit d'intégrer devient, en substi- 


tuant cette valeur, 


Van —e) [rdv nef CHE ` 
SOET e TE © 


fa 
. . , r 
Si, dans cette intégrale, on met pour z795 valeur 


a? (1 — e”). (1 + e.cos v)? 
a. (1 — e“). [1 + e. cos (t — a')]?? 


et qu'on remarque que e’ est une très petite quan- 
tité, il est clair qu’on pourra la développer en une 
suite de termes de cette forme 


If. cos (lv + lo + K’). do’. 
Ce terme peut encore s'écrire ainsi : 
H’ FA . e H’ . r # 
pss (Ww + K').d.sin l'y" y fsin (4 + K').d.cos 4” ; 
on aura donc, en intégrant, 
A ees, ort A à R aS T isin. (w ok) 
ds Be cos (lv + l'y +K’). dv. 


Si dans le dernier terme on substitue pour dv sa va- 
leur, il devient 


me Vane) S .cos (lo + d'y + K'Y. 


l Vau” r 


Ce terme est beaucoup plus plus petit que l'inté- 
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grale 
H’. fcos (lo + lo + K).dv", 


. r r 4 ° . 
puisque = est supposé une très petite fraction, et que 


la (1 = e pirg, : 
le facteur AAE RNI est aussi très petit; car &(1-e) 


Va (i—i) 
est la distance périhélie de la comète, et cette dis- 
tance est beaucoup moindre que a’ relalivement aux 
trois planètes supérieures, les seules dont on ait or- 
dinairement à considérer l’action. On pourra donc 
supposer l'intégrale H. /cos(lo -l'o + K’). dv’, à très 


* 


peu près égale à sin. (lo + lo + K"), et négliger 
l'autre partie de sa valeur. Si l’on voulait cependant 
y avoir égard, comme cette partie est absolument de 
même forme que l'intégrale H/cos(iv+-'v'K). dv, 
on pourrait la développer comme elle en une suite 
de termes semblables au suivant, 


I". fcos. (so + so" K). do, 


que l’on intégrerait par la méthode que nous venons 
d'indiquer. En continuant ainsi, on diminuera à vo- 
lonté l'erreur résultante des intégrales négligées, et 
l'on approchera d'aussi près que l’on voudra de la 
valeur de l'intégrale 


IT. fcos(io + vo K).dv. 


ll nes’'agit donc, pour appliquer aux équations (F) la 
méthode d'intégration précédente , que de développer 
ces formules, ce qui ne demande plus que des subs- 
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titations faciles. En joignant les valeurs de d'a, df, 
df’, dE, dp, dg qui en résulteront à celles qui se 
rapportent à la partie de R indépendante de R’, on 
aura les altérations totales des élémens elliptiques de 
la comète dans la partie supérieure de son orbite. 
39. Voici donc, d’après les résultats précédens, la 
rnarche qu'il faudra suivre pour déterminer géné- 
ralement les perturbations d'une comète et fixer à 
l'avance l’époque de son retour au périhélie. Prenons 
pour exemple la comète de 1759. Les observations 
faites pendant ses apparitions en 1682 et en 1759, 
ont fourni toutes les données nécessaires pour dé- 
terminer les élémens de son orbite à ces deux 
époques. Elles ne donnent point directement, il est 
vrai, la valeur du grand axe ; cette valeur dépend, 
comme nous l'avons vu, des perturbations que la co- 
mète a subies pendant la révolution de 1682 à 1759; 
mais On peut, dans le calcul de ces perturbations, 
regarder l'orbite comme une ellipse dont le grand 
axe répond à la durée observée de cette révolution ; 
les quantités négligées seront de l’ordre du carré des 
forces perturbatrices. Partant donc des élémens de 
1682, on déterminera leurs altérations ainsi que celle 
de l’anomalie moyenne, pour les six premiers signes 
d'anomalie excentrique, c’est-à-dire depuis u = o 
jusqu'à u == 180°; pour les six autres signes, il sera 
préférable de fixer l'origine de l'angle u au périhélie 
de 1759, et de remonter vers 1682 , en faisant u né- 
gatif et en employant les élémens déduits des obser- 
vations de 1759. Dans le troisième et le quatrième 
quarts de son ellipse, la comète étant beaucoup plus 
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éloignée des planètes perturbatrices que dans les deux 
autres, on pourra prendre cette seconde moilié de 
l'orbite pour ce que nous avons nommé la moitié 
supérieure, et employer avec sûreté les formules qui 
s'appliquent à ce cas. Dans les deux autres quarts on 
fera usage, pour calculer les altérations des élémens 
de l'orbite, de la méthode des quadratures méca- 
niques. 

On déterminera, par ce moyen, le grand axe de 
l'orbite qui répond au périhélie de 1682, et l’on en 
conclura celui qui se rapporte au périhélie de 1759. 
On recommencera ensuite les mêmes opérations 
depuis 1759 jusqu’au prochain retour de la comète 
au périhélie; mais comme l’époque de ce passage 
est inconnue, on pourra, pour plus d’exactitude, 
rectifier l'orbite de 30 en 30 degrés, en employant 
pour chaque signe les élémens de l’ellipse qui résulte 
des calculs précédens. Lorsqu'on aura ainsi déterminé 
les variations de l’anomalie moyenne et des autres élé- 
mens de l'orbite depuis u= o jusqu'à u = 360°, on 
en conclura l’époque du prochain retour de la comète 
à‘son périhélic et les élémens de son orbite à cette 
époque. 
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CHAPITRE IV. 


Application de la théorie précédente aux comètes 
périodiques de 1682, de 1819 et de 1825. 


40. Le système du monde renferme aujourd'hui 
trois comètes dont le retour périodique est constaté. La 
plus anciennement connue est la comète de 1682. 
Halley, qui avait le premier remarquéson identité avec 
les comètes apercues en 1551 et 1607, par une évalua- 
tion approximative et purement conjecturale des al- 
iérations qu'elle devait éprouver dans la période sui- 
vante, en vertu de l’action de Jupiter et de Saturne, 
annonça son retour pour la fin de l’année 1758 ou 
le commencement de 1759. Clairaut tenta de sou- 
mettre à des calculs rigoureux cette importante ques- 
tion; il appliqua à la détermination des perturbations 
de cette comète la solution qu'il avait donnée du 
problème des trois corps, et après un travail immense 
qui embrasse trois révolutions de la comète, il fixa 
l'époque de son passage par le périhélieau 4 avril 1759. 
On sait que la prédiction du géomètre se réalisa à 
quelques jours près; et encore l'écart des résultats de 
l'observation et de la théorie aurait-il été diminué 
sans doute , si Clairaut eût employé dans ses calculs la 
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valeur de la masse de Saturne , telle que nous la con- 
naissons aujourd'hui, et s'il avait eu égard à l'action 
de la planète Uranus, dont on ignorait de son temps 
l'existence. 

Les deux autres comètes, à l'égard desquelles s’est 
reproduit de nos jours le phénomène si remarquable 
de leur réapparition au périhélie après une ou 
plusieurs révolutions, parcourent des ellipses beau- 
coup moins allongées que la précédente. La première 
accomplit sa révolution en 1204 jours à peu près. Ce 
fut en 1819 qu'elle fut reconnue, pour la première 
fois, comme comète périodique. En examinant les 
élémens d’une comète qu'on venait d'observer au 
commencement de cette année, M. Arago remarqua 
qu'ils avaient une grande analogie avec ceux d'un astre 
de même nature aperçu en 1805. La même observation 
fut faite, en Allemagne, par M. Olbers, qui reconnut 
en outre que cette comète avait déjà été vue précédem- 
ment en 1759 et 1789. D'après cela, le temps pério- 
dique de cet astre ne pourrait être que d'un petit 
nombre d'années. M. Enke, astronome de Gotha, 
entreprit de représenter par une orbite elliptique les 
observations de 1805 et 1819, et les élémens qu'il 
détermina se trouvèrent avoir entre eux plus d’analo- 
gie encore que les élémens paraboliques ; alors il ne 
resta plus de doute qu'ils n'appartinssent à une même 
comète, dont la période était de trois ans et trois 
mois à peu près, et qui, dans l'intervalle de 1805 à 
18r0, avait accompli quatre révolutions entières pour 
revenir à son périhélie. D'après la rapidité de cette 
révolution, on aurait pu considérer cet astre comme 
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une nouvelle planète ; mais on a continué à le ranger 
parmi les comètes, tant à raison de ses apparences 
physiques que parce qu’il n'est pas visible pour nous 
dans toutes les parties de son orbite. Depuis cette 
importante découverte, plusieurs géomètres se sont 
occupés de la détermination des dérangemens que 
cette comète a dů éprouver dans ses diverses révo- 
lutions depuis 1805 jnsqu'à 1829, époque de sa der- 
nière apparition, et ils sont parvenus à représenter 
sa marche dans cet intervalle avec une précision à 
laquelle il paraissait difficile que la théorie püt at- 
teindre. Mais le même succès n'a pas couronné leurs 
efforts lorsqu'ils ont tenté de remonter aux passages 
autérieurs à 1605, et les orbites elliptiques résul- 
tant du calcul des perturbations n’ont pu que satis- 
faire imparfaitement aux observations de 1795 et 
1786. M. Enke a pensé que pour représenter la marche 
de la comète dans cet intervalle, il fallait recourir 
a l'hypothèse d'un milieu éthéré dont la résistance 
altère insensiblement les élémens de son orbite, et 
cette idée a donné encore à la théorie de cet astre 
un plus haut degré d'intérêt. Sans doute si les corps 
célestes étaient soumis à cette nouvelle force pertur- 
batrice dont aucun autre phénomène ne nous a ré- 
vélé l'existence, son influence serait beaucoup plus 
sensible sur les comètes que sur les planètes, à cause 
du peu de densité de la matière qui les compose, de 
méme que nous voyous à la surface de Ja Terre la 
résistance de l'air altérer d'autant plus les mouvemens 
des corps pesans , que leur densité est plus petite, mais 
les résultats des calculs qu'on a faits à cet égard , et 
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les hypothèses sur lesquelles ils sont fondés, nous 
paraissent , les premiers trop peu concluans, et les 
secondes trop arbitraires pour décider une pareille 
question, et ce n’est qu'après un grand nombre de ré- 
volutions de la comète de 1819 et lorsque sa théorie 
aura été suffisamment approfondie, qu’un point aussi 
important de la Physique céleste pourra être établi 
avec quelque certitude. 

Enfin, c'est dans ces derniers temps seulement que 
le système du monde s’est enrichi d'une nouvelle 
comète périodique dont la révolution est de six ans 
trois quarts à peu près. Elle fut aperçue d’abord le 
27 février 1825, en Bohème, par M: Biela ; le o mars 
suivant, à Marseille, par M. Gambart, et le toà 
Altona, par M. Clausen. Les élémens paraboliques 
conclus des premières observations de cet astre avaient 
une ressemblance remarquable avec ceux de deux 
comètes observées en 1772:et 1806. MM. Clausen et 
Gambart, qui paraissent se partager l'honneur d’avoir 
fait simultanément ce rapprochement, tentèrent alors 
de calculer le mouvement de ces trois comètes en 
leur appliquant une orbite elliptique, et après quel- 
ques essais, ils trouvèrent, chacun de leur côté, une 
ellipse qui en représentait les observations assez exac- 
tement pour ne plus laisser aucun doute sur leur 
identité. 

Tel est l'état actuel de l’Astronomie relativement 
aux comètes dont la révolution est connue. Il west 
pas douteux que l'attention assidue qu’on apporte 
maintenant aux observations astronomiques n’en 
augmente encore le nombre dans la suite ; mais il est 
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à présumer que la découverte des comètes à longue 
période, comme celle de 1682, sera toujours très 
rare, surtout si l'on remarque qu’on n’observe ces 
astres. avec assez de soin et assez de précision que 
depuis deux siècles. Les incertitudes dont les ob- 
servations précédentes sont affectées doivent même 
souvent tromper les conjectures qu’elles ont fait 
naître; c'est ce qui est arrivé, en effet, pour la 
comète de 1532, observée par Appien. Les rapports 
qui existent entre ses élémens et ceux d’une comète 
observée en 1661, par Hévélius, avaient fait penser 
qu'ils appartenaient à un même astre dont la révolu- 
tion était de 128 années environ, et en conséquence 
on attendait le retour de cette comète vers 1789; 
mais elle n'a pas reparu. 

Nous regrettons que les bornes de cet ouvrage ne 
nous permettent pas de développer, dans toute leur 
étendue, les résultats de l'application de la théorie 
exposée dans le chapitre précédent aux trois comètes 
dont nous venons de tracer l’histoire; mais du moins, 
en présentant le résumé de ces calculs, nous en indi- 
querons la marche avec assez de détails pour éviter 
tout embarras à ceux qui voudraient les vérifier ou 
les pousser plus loin, en considérant de nouvelles ré- 
volutions de ces comètes. 


Détermination du prochain retour au périhélie de la 
comète de 1759. 


41. Les premières observations un, peu certaines 
qu'on ait de cette comète se rapportentà son apparition 
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en 1551 ; elle repassa depuis à son périhélie en 1607, 
1682 et 1759. Les durées de ces trois révolutions sont, 
comme on voit, très inégales. La première période, 
en effet, était de 76 ans ct deux mois à peu près, ou 
de 27811 jours; la seconde, de 27352 jours, et plus 
courte par conséquent de 459 jours que la précé- 
dente; enfin, la dernière, la plus longue des trois, 
était de 27937 jours. H serait donc impossible de rien 
conclure sur les retours futurs de cette comète à son 
périhélie sans le secours de la théorie , et la déterni- 
nation des perturbations qu'elle éprouve par l’action 
des planètes peut seule nous mettre en état de pré- 
dire l'instant de sa prochaine apparition. 

Il faut, pour cela, commencer , comme nous l'avons 
vu n°509, par déterminer le moyen mouvement 
diurne de la comète au périhélie de 1759, ce qui 
exige.que l’on calcule les altérations qu'ont subies les 
élémens de son orbite pendant la période de 1682 à 
1759. Les seules planètes dont l'action sur Ja comète 
ait pu être sensible dans cette révolution sont Jupi- 
ter, Saturne_et Uranus. Les mêmes planètes ont en- 
core influé sur son mouvement dans la révolution 
subséquente ; mais dans Tannée 1759, la comète sé- 
tant beaucoup approchée de la Terre, 1l est devenu 
indispensable d’avoir égard à cette nouvelle planète 
dans le calcul des perturbations, et Von verra, en 
effet, qu'il en résulte une diminution de quelques 
jours dans la durée de la période que nous nous pro- 
posons de déterminer. Nous n'aurons donc à nous 
occuper, dans ce qui va suivre, que de l'action per- 
turbatrice de ces quatre planètes : les calculs qui en 
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résulteront exigeraient des développemens très éten- 
dus; mais comme ils ont été faits avec beaucoup de 
soin par M. Damoiseau , et que nous avons eu récem- 
ment l’occasion de les reprendre en entier et d'en vé- 
rifier l'exactitude, nous nous bornerons ici à indiquer 
la marche et les résultats de ces calculs, et nous ren- 
verrons, pour les détails, au Mémoire de M. Damoi- 
seau, qui a mérité le prix que l’Académie de Turin 
avait proposé en 1812 sur ce sujet, et qui est im- 
primé dans les Mémoires de cette Académie, pour 
l'année 1820. 

42. Dansle calcul des perturbations qui se rapportent 
à la révolution de 1682 à 1759, nous regarderons 
l'orbite de la comète comme une ellipse dont le grand 
axe répond à la durée observée de cette révolution, que 
nous supposerons de 27937 jours. En nommant donc 
2a cet axe, et N = i le moyen mouvement diurne 

as 

qui lui correspond , on aura 


360°% 5 > 


= 39989 — 46",39009, a = 18.0186. 


Les autres élémens de l'orbite qui se rapportent tant 
au périhélie de 1682 qu'a celui de 1759, résultent 
directement des observations faites à ces deux épo- 
ques. Nous supposerons, pour partir des mêmes don- 
nées que M. Damoiseau , 
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En 1682. 


Instant du passage au périhélie 1682. 15 ,24002(*) 
Rapport de l’excentricité au demi 


grandhamentn At AD MST +... 0.067629 
Lieu duspérihélie.s.es sus must 5020553" 
Longitude du nœud........ EM Mi 51.16 
Inclinaison de l’orbite.......... 1 Mt 56 


Sens du mouvement, rétrograde. 


En 1759- 


Instant du passage au périhélie 1759. 13"*,08976 
Rapport de l'excentricité au demi 
SAM ARE i RE PET See OO 707 
Thé dit péri NORER NE 2805 ° "4 
Longitude du nœud ascendant. .... 53.38 
Inclinaison de l'orbite ....,....,.. 17.40 
Sens du mouvement , rétrograde. 


Pour apporter dans les calculs le plus de précision 
possible , il sera bon d'employer, dans la première 
moitié de la révolution de 1682 à 1759, les élémens 
de l'orbite relatifs au périhélie de 1682, et dans la 
seconde , les élémens qui se rapportent au périhélie 
de 1759. 

Il ne s’agit plus maintenant, pour déterminer le 
prochain retour au périhélie de la comète de 1759, 
que de substituer, dans les formules du chapitre 


(¥) Le temps est partout exprimé en jours moyens comptés 
de minuit au méridien de Paris. 
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troisième, les valeurs numériques précédentes, à 
la place des quantités qui les représentent, ainsi 
que celles qni- se rapportent uniquement aux pla- 
nètes perlurbatricés, et qui seront données par les 
tables astronomiques. Lorsqu'on aura ainsi déterminé 
les altérations différentielles qu'éprouve chacun des 
élémens de l'orbite par l’action des forces perturba- 
trices, on aura, par la formule (P), les altérations 
totales de ces élémens | correspondantes à une va- 
riation donnée de l’anomalie excentrique. Dans l'ap- 
plication de cette formule, on fera varier l’anomalie 
excentrique de degré en degré pour Jupiter; mais 
comme les autres planètes que nous considérons 
exercent sur la comète des actions beaucoup moins 
sensibles, nous écarterons davantage, dans ce cas, 
les ordonnées de la courbe parabolique, et nous fe~ 
rons varier cette anomalie de deux degrés en deux 
degrés pour Saturne et de six degrés en six degrés 
pour Uranus. 

43: Pour donner un exemple de ces calculs, propo- 
sons-nous de déterminer lés altérations des divers élé- 
mens de l'orbite résultant de l'action de Jupiter sur la 
comète pendant la période de 1682 à 1759, et corres- 
pondant à un arc donné de l’anomalie excentrique. 

Par les tables de Delambre, on aura 


Anomalie moyenne de qg au moment 

du périhélie de la comète en 1682. 201° 17" 
bigude l'aphelie, ss... NEOGO 
Longitude du miend oA enta ef 07 4 


Taclinaison de l'orbite. . 88 shgttietids vor Mur ojiéer 5 
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En considérant le triangle intercepté sur lagsphère 
celeste, par l'écliptique et les orbites de Jupiter et 
de la comète, on trouvera aisément , d’après les don- 
nées précédentes, 


Lieu du nœud ascend. de 7x sur 

l'orbite de la comète... ..,...... 54° 12 10" 
Lieu du nœud ascend. de la comète 

sur l'orhiteidermggnt, 4 «sata. 21:64:10: 37 
Inclinaison mutuelle des deux orbit. 18.52.29; 


d'où l’on conclura d’abord 
À 4 PI IOMO0, ut DOS 20 . 


Si de la longitude de l’aphélie de Jupiter, on retranche 
l'angle 54° 10° 37", la différence sera la quantité qu’il 
faut ajouter aux anomalies vraies de cette planète, 
comptées de l’aphélie, pour avoir sa longitude comp- 
tée du nœud ascendant de son orbite sur celle de 
la comète; cet angle sera donc ainsi de 135° 6’ 9". 
Cela posé, on aura pour déterminer les coordon- 
nées de la comète rappor tées au plan et au grand axe 
de son orbite, ainsi que le temps écoulé depuis łe 
passage au périhélie de 1682, les formules suivantes : 


x18.0186.cosu— 17.435532, y —4.54747.smu, 
t—(444,6307:).(u— 0.067629. sinu); 


et pour déterminer les coordonnées de la planète per- 
turbatrice, rapportées au même plan et au même axe, 
on aura 
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x = eo. 565567). r’ cosy — (0.881476).r' sino’, 
J' = —(0.0931568).r"coss" + (o. 544018). r" sme", 
3! = (0.525500). rsin o. 


Ces formules donneront les valeurs des coordon- 
nées x, y, X', y', z! et du temps £ correspondant à 
un arc quelconque d’anomalie excentrique compris 
entre o et 180°. Supposons qu'il s'agisse de détermi- 
ner ces valeurs relatives à l'époque qui répond au 
dixième degré de cette anomalie, en faisant #—10°, 
dans les premières formules, on aura d’abord 


20.930941 =0;:76000 1406/0027 
On calculera ensuite le lieu de la planète relativement 


à la même époque. 


On aura, par les tables de Delambre, en n'ayant 
égard qu'à l'équation du centre et à la variation sé- 
culaire, 


Anomalie moy." au périh. 291° 17' 
Mouv. m. p. 10° d'uno.exe. 2.24 


Ano.moy. ¢ pour l’ins.don. 293.41 7’... 5.50639 
Équation du centre... .... -+4.55 


Anomalie vraie de W. .... 298.36 
Const.àajout.auxanom.vr. 135. 6 


Dis. 73.42. 


Si dans les formules qui déterminent les coordon- 
nées de la planète perturbatrice, on substitue ces va- 
leurs, on trouvera 
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x'=—5.03092, y'—0.36450, z'= 1 64781. 


A l’aide de ces valeurs et de celles de x ety, on for- 
mera aisément les suivantes : 


p= 5.60497, X—0.005342, Y =— 0.004854. 


Il ne s’agit plus maintenant que de substituer à la 
place de x, y, X et Y leurs valeurs numériques dans 
les formules du n° 32, après les avoir réduites en 
nombres. Reprenons d’abord la formule (7) qui dé- 
termine altération du moyen mouvement, m dé- 
signant ici la masse de Jupiter; on aura 


et cette formule, en y substituant 1° ou 0.017453 à 


la place de du, et multipliant tous les termes par 
6 3600" 3 s 
ops Ron pour les réduire en secondes, deviendra 


dn = (o",73668) .sin u. X—(o",18592).cosu. Y. 


Si Von fait les mêmes substitutions numériques dans 
les formules qui donnent les altérations du périhélie 


et de l’époque, et qu'on réduise en secondes tous 
les termes, on aura 


ji 
. 


do—(13",77075).7 (a VE-yX)— (15",80436).7X, 
dé—do——(0.25258).do—(6",72583).r. (xX+yY). 


Au moyen de ces formules, en faisant u— 10°, on 
trouve 
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dn —+-0"o0058681 , 
dw == — 0,080835, 


ANALYTIQUE 


tdn—=+#0"016975, 
de — do —+0,0386{G. 


44. On pourra calculer, de cette manière, les valeurs 
successives de dr, dw,di, depuis o jusqu’à 180 degrés 
d'anomalie excentrique; en partant ensuite des élé- 
mens de 1759, et faisant u négatif, on calculera les 
mêmes valeurs depuis u= 0° jusqu'à u= — 179°; on 
substitucra ensuite ces quantités dans la formule (P), 
et des résultats ainsi obtenus on formera le tableau 


suivant : 


Resultats de l'intégration par quadratures des altéra- 
tions différentielles du moyen mouvement , du péri- 
hélie, et de ’anomalie moyenne, présentant les 
altérations totales de ces élémens, depuis 1682 


jusqu'à 


1759. 


Planèt. 


Jdn. | 


—_…__— | : 


LA 
D ME ON Í 
-+0.013138 


Cowal.. gagoz 


Tfdn. JS'tan. 


to" 3159 8822" 34| —5266" 98 
+0.031995- 893,5714 737,52 
+ 307,034 Fast 


=+10082,04|—44t1,82 


I 
fdifan. | Jde. Safia] Jat. x | 
| | 
+14109"32 a +16187" tor 
+ 166,05 — 92,5 71 367 6614 B 


+ 229,39 — 95834 ofroni 324,31 


i 
+ 14494, 76| —366, 342535, 15020, | 
= 


A Faide de ces valeurs, il est facile de déterminer 
le moyen mouvement diurne de la comète à l'instant 


du passage au périhelie de 1759. En effet, si dans 


l'équation 


FA | 
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E= Ni + fK, 


on suppose 
č = 1206000", t=T = 27957, Jd =-+ 17029",95, 


on aura 


N = 45",78051. 


C'est la valeur du moyen mouvement diurne au 
périhélie de r682; en nommant N’ cette valeur au 
périhélie de 1759, on aura 


N'=N + fdn = 46",14143. 


De là il est aisé de conclure les valeurs des demi 
grands axes a et a' qui répondent aux mêmes époques; 
on trouvera ainsi 


TER ET 000. 


45. Avec cette valeur de a, on pourrait recommen- 
cer le calcul des altérations des élémens de lorbite pen- 
dant la période de 1682 à 1759, etl'onobtiendrait sans 
doute des résultats plus exacts encore que les précé- 
dens ; mais la longueur de ces opérations et le peu 
d'effet qu'on en doit attendre font qu'il y a bien peu 
de calculateurs qui: soient tentés de l'entreprendre, 
La valeur de a’, jointe aux valeurs des autres éle- 
mens de l'orbite relatifs au périhélie de 1759, fournit 
toutes les données nécessaires à la détermination des 
perturbations de la comète pendant la période qui 
s'écoulera de 1759 jusqu’à sa prochaine apparition. 
M. Damoiseau est parti, pour ce calcul, des élémens 
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suivans, qu'il a sans doute jugés plus exacts que ceux 
que nous ayons rapportés plus haut. Cette précision, 
qui est peu importante lorsqu'on se propose seulement 
de fixer le retour futur d’une comète à son périhélie, 
le devient beaucoup lorsqu'il s'agit en même temps 
de déterminer les élémens de son orbite à cette 
époque. 


Elémens de l'orbite en 1759. 


Temps de passage au périh. 1759. 157,16 
Rapport de l’excentricité au demi 

grand Axeue: green mis 0007700 
Lieu du périhélie........,..,.. 303° 14 
Longitude du nœud ascendant. ... 53.48 
Inclinaison de l'orbite. .......... 17.40 
Demi grand axe, .. 4. member 18.08527. 


En déterminant ensuite les altérations de ces élé- 
mens, pendant la période commencée en 1759, par des 
opérations semblables à celles qui ont servi à calculer 
leurs valeurs pendant la période de 1682 à 1759, et 
en rectifiant, pour plus d'exactitude, l'ellipse de la 
comète de 30 en 30 degrés d'anomalie excentrique, 
le même astronome est arrivé aux résultats suivans. 
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Résultats de l'intégration par des quadratures des 
altérations différentielles du moyen mouvement, 
du périhélie et de l'anomalie moyenne, présentant 
les altérations totales de ces élémens depuis 1759 
jusqu'au prochain retour de la comète. 


| | 
Planèt. | 
Sun. tfdn. Jidn. | fdtfdn.| fda. 


perturb. 


—0,08:998|— 2520, 58|— 3531 8al 


46. Il est facile maintenant de fixer l’époque du 
prochain retour de la comète à son périhélie; en 
effet, si dans l'équation 
| C—=N't+/fX, 
on suppose 
&—=360°, t=T, N'=—46",14142 et [dé —+3714",43, 
on aura 


360° — 3714",43 


Y= = 2 = 28089 ,56 — 80,50 = 28007 ,06. 


Ainsi l'intervalle compris entre le passage au péri- 
hélie en 1759 et le passage suivant sera de 28007/,06, 


WE  |+0"439153|+12299"36|+12381"88— 82" 52|—836" 564-1624" 75-1542" 23 
D +iaus,24— 83,64|+ 751,75|+1962,99 
de |+o,008482+ 935,562 135,83 101,53 — 21,50|+ 107,48] + 209,21 


Alt. tot./+0,355635|+10016,34|+ 8585,89/+-1230,45|—041,50|+2483,08|+3714,43 
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ce qui, à compter du 13 mars 1759, donne le 17 no- 
vembre pour l'instant de ce passage. 

Nous n'avons point eu égard dans la détermination 
précédente à l’action de la Terre qui, par sa proximité 
de la comète en 1759, paraît devoir influer sur la 
durée du temps périodique pendant la révolution 
suivante. Burckart a fait ce calcul (Connaissance des 
Tems pour 1819), etil a trouvé que cette action al- 
térait de +o"”,02679 à peu près le moyen mouvement 
diurne de la comète au périhélie de 1759; en sorte 
qu'en corrigeant d'après ce résultat les valeurs que 
nous avons supposées au mouvement moyen et au 
grand axe de l'orbite à cette époque , on aurait 


N'=:407,1082 4. 4 21 ds 0 70e 


Telles sont donc les valeurs qu'il aurait fallu em- 
ployer dans le calcul des perturbations de 1759 à 1855; 
mais les différences qui en proviendraient dans, les 
résultats que nous avons présentés seraient sans doute 
peu considérables. En substituant pour N’ sa valeur 
précédente , on aura 


Ty 


360° — 3514°,43 ; j 
5 Topdi = 2807 1,26 — 80,45 = 279907, 81. 


Ainsi l’action de la Terre aura pour effet de dimi- 
nuer de 16 jours à peu près la durée de la révolution 
que la comète accomplit en ce moment, et son passage 
au périhélie aura lieu le 51,2 octobre 1835. 

Si l'on compare la durée de la révolution que nous 
venons d'examiner à celle de la révolution qui l'a 
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précédée, on voit qu’elle la surpasse de 54 jours à peu 
près, en sorte que la révolution actuelle de la comète 
est la plus longue de celles qui ont été observées de- 
puis 1531. 

47. Déterminons maintenant les élémens de lor- 
bite à l'époque du passage de la comète au périhélie 
en 1835. 

En désignant par N” le moyen mouvement diurne 
à cette époque, et par a” le demi grand axe qui lui 
correspond, on aura d’abord 


N'=N'+ fdn = 46",52585; a"= 17,98355. 


En calculant ensuite d’après les principes précédens 
les altérations de l'excentricité, de l’inclinaison et 
du nœud, dues à l’action des forces perturbatrices 
pendant la période de 1759 à 1835, on forme le ta- 


bleau suivant. 


Altérations de l'excentricité et des quantités qui dé- 
terminent la position de l'orbite, pendant la période 
de 1759 à 1835. 


Planètes 
i Jde. Sdp. Jaq. 
perturbatrices. 
w — 0.0003462t | — 0.000129115 | — 0.0016:888 
D -+ :0.00011850 | — o.000100%1 — 0.00028994 
x — 0.00002407 | — 0.00000682 + 0.00002516 


Altérations total..[ — 0.00025158 | — .000139838 — 0.00194366 
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En partant donc des élémens relatifs au périhélie 
de 1759 qui ont été rapportés n° 45, et en nommant 
e' le rapport de l’excentricité au demi grand axe en 
1835, on aura 


e =e + fde = 0.967453, 


ct la distance périhélie sera 0.58552, à la même 
époque. 
Les deux équations 


tang ¢ sina =p, tangĝcosa =q, 


donneront ensuite, en observant que sin æ doit être 
de mème signe que p et cosa de même signe que 9, 


E KA AEE E OA 


Les angles @ et æ représentent linclinaison de 
l'orbite vraie de la comète et la longitude de son 
nœud ascendant sur le plan de son orbite en 1759; 
pour en conclure la position de cette orbite, par 
rapport à l'écliptique, considérons le petit triangle 
formé par les plans de l'écliptique, de l'orbite de la 

P I RC 
comète en 1750, et de son orbite vraie; désignons par 
A, B, 180°—C les trois angles de ce triangle, et par 4, 
b, c les côtés opposés à ces angles, € étant Pinclinai- 
sou de l'orbite vraie de la comète à l'écliptique, et b 
l'arc compris sur ce plan entre cette même orbite et 
l'orbite fixe de 1759. On aura dans ce triangle 


cos C = cos À cos B — cos à sin A sin B. 


L'angle B représentant, d’après l'hypothèse, Finclinai- 
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son de l'orbite vraie sur l'orbite fixe, B sera une 
très petite quantité, et l'on aura, à très peu prés, 


cos C= cos (À + B cosc), 


et par conséquent 


C—=A +8 cos c; 
on ura ensuite 
A Bsinc 
sin bd = TTC" 

Observons maintenant que l'angle æ déterminé 
précédemment est supposé compté du périhélie de la 
comète et dans le sens de son mouvement; la longi- 
tude du nœud ascendant de l'orbite vraie de la co- 
mète, sur son orbite fixe, comptée du même point 
dans l'ordre des signes sera donc 144°16/. Si l'on 
ajoute cet arc à la longitude du périhélie en 1759, 
et qu'on en retranche la longitude du nœud à la 
même époque, langle qui en résultera sera la lon- 
gitude du nœud ascendant de l'orbite vraie de la 
comète sur son orbite fixe, comptée du nœud ascen- 
dant de cette dernière orbite sur l'écliptique, angle 
que nous avons désigné par c; on aura ainsi 


A= 1740 0 Ge Sida PRES 0 "ide, 
d’où l’on conclura 


Inclinaison de l'orbite sur l'éclip- 
tique, en 1835%ou G:...,..:,,  :17°46" 50”, 
Mouvement direct du nœud ascen- 
dant, sur l'écliptique ou b ..... 14' 58". 
Tome Íl. 10 
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esiu 


En ajoutant à l'altération du nœud 1°41", pour 
la précession des équinoxes dans l'intervalle de 76 ans, 
on aura sa variation par rapport à l'équinoxe mobile. 

Nous avons trouvé précédemment pour la variation 
de la longitude du périhélie 


Jda = — 941",7. 


Cet angle est compté, comme l'angle æ, du périhélie 
de la comète et en sens inverse des signes; la longi- 
tude du périhélie, comptée du nœud ascendant de 
l'orbite, est donc augmentée de 941”,7 par le mou- 
vement propre de ce point pendant la période de 1759 
à 1835; mais dans cet intervalle la ligne des nœuds 
se rapproche du périhélie, et la même longitude est 
diminuée du mouvement du nœud ascendant sur 
lécliptique projeté sur l'orbite primitive de la comète. 
En désignant donc par g la variation totale du péri- 
hélie par rapport au nœud, et en employant les 
dénominations précédentes, on aura 


g= f'dw—b.cosA, 
4: 
d'où l'on conclura 


Distance du nœud ascendant au pé- 
TIRGTTE se « so sms + MD a 00 


Au moyen des valeurs précédentes, et en partant 
des élémens de la comète relatifs au périhélie de 1759, 
on à formé le tableau suivant. 


n org p 
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Élémens de la comète en 1835. 


Instant du passage au périhélie 31,2 octobre 1835. 
Dérni-grand.axe, sons rid see sue i 17 OIII 
Rapport de l’excentricité au demi 
DURS ae out Doubil. 007A 
Lieu du périhélie sur l'orbite. ....  304° 34! 19" 
Longitude du nœud ascendant.... 55. 6.59 
Inclipasonts te ae dt. 46.50. 


Sens du mouvement rétrograde. 


Détermination des perturbations de la comète 
périodique de 3°",3. 


48. Cette comète paraît avoir été aperçue pour la 
première fois dans les années 1786 et 1795; mais les 
observations faites à ces deux époques ont été ou trop 
inexactes ou trop peu nombreuses pour en conclure 
l'orbite, Nous partirons donc ici des observations re- 
latives à 1805, et nous examinerons les perturbations 
de la comète depuis son passage au périhélie en 1805 
jusqu'à l’époque actuelle. 

Dans la première période, c'est-à-dire dans l'in- 
tervalle écoulé entre les passages au périhélie eu 
1805 et en 1819, on peut regarder l'orbite comme une 
ellipse dont le grand axe répond à la durée moyenne 
des quatre révolutions que la comète a accomplies 
dans cet intervalle, et que nous supposerons de 
120%,687. On aura ainsi, en nommant a le demi 
grand axe de l'orbite et N le moyen mouvement 
diurne , au périhélie de 1805 

10. 
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3Go° 


 1203,687 1076",6925, a = 2.214607. 


Dans le calcul des perturbations de 1819 à 1822, on 
peut regarder l'orbite comme une cllipse dont le 
grand axe répond à la durée observée de cette révo- 
lution, qui est de 1212/,742, et l’on aura pour cette 
période 

! 360° 


N'= ——— = 1068",6525, d'= 2.225600. 
1212,742 


Nous ferons observer toutefois qu'il serait plus 
exact d'employer à la place de ces valeurs celles du 
moyen mouvement et du grand axe résultant du 
calcul des perturbations précédentes. 

Le tableau suivant présente les autres élémens des 
orbites elliptiques conclues des observations de 1805 
et de 1819. 


Longitude | Longitude |Inclinaison 


Passage 


au Excentricit. du du de 
Périhélie. Pcrihélie. Noœud. l'orbite. 


| 
1805,novemb.. 22,006| 0.8461753 | 156047 24”| 334020" 11”| 13°33” 30” 


t519, janvier... 27,752) o.8490883 | 157. 5.53 | 334.43.37 | 13.38.42 


Les valeurs que renferme ce tableau, jomtes à 
celles qui dépendent des planètes perturbatrices, et 
qu’on trouvera dans les tables, fournissent toutes les 
données nécessaires pour déterminer les perturba- 
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tions du mouvement de la comète, de 1805 jusqu'a 
1822. On partagera à cet effet, comme précédem- 
ment, la courbe décrite par la comète en parties pour 
chacune desquelles on déterminera l'effet des forces 
perturbatrices, sur chacun des élémens de son or- 
bite, et lon aura ensuite par la formule (P), n° 34, 
les altérations totales deces élémens correspondantes à 
l'arc anomalie excentrique que lon aura considéré. 

Dans l’application de cette formule à la comète 
dont il s’agit, il suffira de faire varier l’anomalie ex- 
centrique de 10° en 10°; dans le cas cependant où la 
planète perturbatrice s'approchera beaucoup de la 
comète, comme cela est arrivé dans la révolution de 
1819 à 1822, relativement à Jupiter, il sera bon 
de resserrer ces intervalles et de faire varier lano- 
malie excentrique de 5° en 5°. 

Jupiter, la Terre et Vénus sont les seules planètes 
qui aient puavoirquelque influence surlemouvement 
de la comète pendant la période de 1805 à 1822; en- 
core pourra-t-on se contenter de considérer l’action 
de ces deux dernières planètes dans la partie seule- 
ment de cette période où la proximité de la comète 
a rendu leur influence plus sensible. 

49. Le tableau suivant présente les résultats du 
calcul que nous venons d'indiquer. 
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Alcrations du moyen mouvement et de l’anomalie 
moyenne pendant la période de 1805 à 1822. 


Planètes 


Intervalles 


Périodes. fan. Jaz. 
observés:  |perturbatrices. 
AET aa AO + 3"5889 | + 1585938 
| 9 en 1809 — 0,1313 | — 456,56 
1805 à 1819.. 48147746 < en1818 | — 0,1105 | — 4,97 
| ô en 1809 — 0,0158 | +  6G4,or 
A en 1818 = 0,0735 | — 5,14 


Pots + 3,2914 | + 15136,5a 


— "4349 | — 993938 
+ 0,0716 | + 81,26 


12121,7432 { MOMA 


1819 à 1822.. 


9 en 1819 


| Iorin im t.h | — 7,3633 ! — 9858,12 | 


Désignons respectivement par z, n’, n” le moyen 
mouvement diurne de la comète aux périhéhes de 
1805, 1819et 1822, et par T et T les intervalles de 
temps qui séparent ses trois passages en ces points. 
Par le calcul des perturbations de la période de 1805 


LI 
à 1819, On aura 


es 360° X 415436" ,52 


I 1076",6925-3",2061= 1075" ,4864, 


d'ou l’on conclura 


n'= 1075",4864 +3",2014 = 1076",7778, 
n! = 1075",4864 + 5"y2914—7",5635—1060",4145. 
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Par la période de 1819 à 1822, on aura 


pr 22 = 1068/6525 + 8",1288=—1076",7813, 


n'—=1076",7813 — 7",3633 = 1069",4180 , 
n =1076",7813 — 3",2914 = 1073",4890. 


Si l’on réunit les deux périodes précédentes, en 
remarquant qu'au périhélie de 1819 on avait 
n! =n- 5",2914, on trouve d’abord pour l’altéra- 
tion de lanomalie moyenne, dans l'intervalle qui 
sépare les périhélies de 1805 et 1822, 


15436",52 + 5",2914T"—9858",12=—09570",02, 
et l'on en conclura 


360° jo” 
9 AED 122 1075",0745- 1°,5877—=1073",4868, 


n = 1073",4868 + 3",2914— 1056",7782, 
n" = 1073",4868 + 3",2914 — 7",3633 = 1069, 4140. 


= 


En rassemblant les valeurs précédentes de chacune 
des quantités n, n’, n’, conclues des trois passages 
observés, on aura 


Périodes. n n n" 
1805 à 1819 j 1075"4864 | 1076"7778 | 1069"4145 
1819 à 1822 | 10753,4899 | 1076,7813 | 10609,4180 
1805 à 1822 | 10753,4868 | 1076,7782 | 1069,4149. 


Les différences 0”,0035, 0”,0031 et o”,0004 de ces 
valeurs sont de l’ordre des quantités négligées. 
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Au moyen des résultats précédens, concluons des 
passages observés en 1805 et 1819, l'époque du re- 
tour de la comète en 1822. On a, relativement à 
A us den ott , 
cette période, n' = 1070",7778, par conséquent, 


r= 360° + 9858",12 


m 


1203/591 +9, 155 = 1219),746. 


Les observations ont donné T = 12121,7425; on ne 
pouvait attendre de la théorie une plus grande 
précision. 

Les perturbations dé la comète pendant la période 
de 1819 à 1822 ont été, comme on Voit, très con- 
sidérables, puisqu'elles ont retardé de neuf jours son 
passage au périhélie. M. Enke est le premier parvenu 
à ce résultat, qui l'a mis à même de fixer à l'avance 
l'époque du retour de la comète à son périhélie en 
1822. Il annonça en même temps que, d’après ses 
déclinaisons, elle ne serait pas visible en Europe, 
et que, pour l'observer, il faudrait se transporter 
dans l'hémisphère austral. La comète, en effet, 
revint au périhélie en mai 1822, et c'est d’après les 
observations faites à Paramatta, dans la Nouvelle- 
Hollande, qu'on a conclu les élémens de son orbite 
à celte epoque. 

5o. Eu partant de ces élémens, que l’on trouvera 
plus bas, nous avons calculé les altérations du moyen 
mouvement et de l'anomalie moyenne, pendant les 
deux périodes suivantes. Dans cet intervalle, la co- 
mète n'éprouve que de très légères perturbations, ct 
lon doit, par conséquent, attendre d'autant plus de 
précision Ces résultats qui s'y rapportent. 
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Altérations du moyen mouvement et de l'anomalie 
moyenne de 1822 à 1829. 


Intervalles Plantes 
Périodes. Jan. Jaë. 
observés. perturbatrices. 
| HR en + 0’5026 + 381"46 
1822 À 13825..1 ta11/,290 
|. 5 en1822 — 0,094 | — 56,90 | 
| 
| Torar..| “+ 0,6532 | + 324,56 
iso] — 0,4390 | — 702,42 
1829 à 18294.) Dates toi + 0,029 _ 10,43 
& en 1828.| — 0,0986 | — 6,90 
| ToTaz.| — 0,5120 | — 698,89 


En nommant 7z” et n" les valeurs du moyen mou- 
vement diurne aux périhélies de 1825 et 1829, T", 
T” les durées des révolutions de 1822 à 1825 et de 
1825 à 1829, et prenant pour #” la valeur moyenne 
1069",4158 qui résulte de la comparaison des trois 
périodes calculées précédemment, on aura 

« __360° — 324",56 


T= 7 — = 1211/,8566 — oi 3035 = 121 V ,5731. 


Les observations de M. Valz donnent T"= 1 21 17,200. 
Pour concilier ces deux résultats, il faudrait presque 
doubler laltération de l'anomalie moyenne pendant 
la période que nous considérons , ce qui parait inad- 
missible. 
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Il s'agit maintenant de déterminer l'époque du 


retour de la comète en 1829. On aura d'abord pour 
le moyen mouvement diurne au périhélie de 1825, 


n” = 1069",4158 + 0",6532 = 1070",0690, 
et par conséquent 
360° + 698",89 


T= P = 1211/1364 + 04,6531 = 121 1),7895. 


Cet intervalle compté à partir du 16,7856 sept. 1825, 
époque du passage au périhélie, répond au 10,5751 
janvier 1829, qui sera l'instant du prochain retour 
de la comète en ce point. 

On aura pour cette époque 


n“ —1070",0690 — 0",5120 = 1069",5570. 


Quant aux autres élémens de l'orbite, le tableau sui- 
vant contient les altérations qu'ils éprouvent dans les 
quatre périodes que nou$ venons de parcourir. 


Altérations de l'excentricité, du périhélie, du nœud 
et de l'inclinaison de l'orbite de 1805 à 1829. 


Altération Altération | Altération | Altération 
Périodes. de dela longitud. [de la longitud. jde l’inctinais. 
lexcentricité. |du périhélie. | du nœud. | de l'orbite. 
1805à 1819 | + o.001995a | ++ 5° 10” — 154 | + 249 
181gà 1822 | — 0.0039033 | + 9.41 — 10.50 — 16. 8 
1822 à 1825 | + 0.0004305 | + 0.15 — 0.10 + 1.4 


1825 à 1829 | — 0.0002920 | + 1.19 — 0.39 | — 0.55 


L a ŘŘħŘ 
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Les altérations des longitudes du périhélie et du 
nœud sont comptées d’une équinoxe fixe ; si on leur 
ajoute 11/0" pour la première période et 2'46" pour 
les autres, on aura leurs valeurs par rapport à l'équi- 
noxe mobile. 

En partant des élémens calculés d’après les obser- 
vations de Paramaita, on a formé, à l’aide des résul- 
tats qui précèdent, le tableau suivant qui présente 
les élémens elliptiques qui répondent aux cinq pas- 
sages au périhélie, observés dans l'intervalle de 1805 
à 1829. 


| Passage Moyen 


"Demi Lieu Lieu 
au mouvem.| grand {Excentric. du du Inciinais. 
Périhélie. diurne. axe. périhélie, | nœud. 


À US + —— RE m 


334018 29" 113035 44° 
33.27.36 |13.38.33 


1822, mai, 24,49411069,4158l2,224542l0,8445450 15%. 11.29 [334.10.32 |13.22.25 


1805, nov. 22,066|[1073"4875{2,21891210,8464565|1 56043’ o" 
1819, janv. 27,752/1076, 779112, 214388|0,5484517|156.59. 1 


1825, sept. 16,784] r070, 0690|2, 2236360, 8449784/157. 14.30 |334.22. 8 |13.23.29 
1829, janv. 10,573|1059,5570|2,224346l0,8446862/157. 18.35 (334.2415 |13.22.34 


— 


Si lon compare les élémens relatifs aux périhélies 
de 1805 et 1819 à ceux qui résultent des observations 
faites à ces deux époques, on voit qu'ils s'accordent 
d'une manière satisfaisante, les plus grands écarts 
étant d'une minute sur la longitude du périhélie, de 
cinq sur celle du nœud, et de deux sur linclinaison 
de l'orbite, Mais on pourrait juger encore mieux leur 
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précision en calculant , d’après ces élémens , quelques 
lieux de la comète à diverses époques , que l’on com- 
parerait ensuite à des lieux qui auraient été directe- 
ment observés. 


Comète périodique de 6™,7. 


51. Les perturbations de eette comète, depuis sa der- 
nière apparition en 1826, et l’époque de son pro- 
chain retour au périhélie, ont été déterminées par 
M. Damoiseau ; nous nous contenterons de rappor- 
ter ici le résultat de ses calculs. 

M. Gambart a fixé les élémens elliptiques de lor- 
bite pour les époques de 1806 et de 1826, en suppo- 
sant la révolution moyenne de la comète dans cet 
intervalle de 2460, ainsi qu’il suit : 


1806. 1826. 
Pass. au périh., janv. 2,4807 mars. 18,9088 
Excentricité, ....... 0.747009 0.7457842 
Lieu du périhélie ... 109°51' 32" 109° 52/25" 
Long. du nœud asc... 251.26. Q 251.15.15 
Inclinaison.,....,.. 13.35.15 15.38.45 


Demi grand axe..... 3.56705. 


En partant de ces élémens, M. Damoiseau a trouvé, 
pour les altérations du moyen mouvement et de Fa- 
nomalie moyenne, peudant la période de 1806 à 
1826, 
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Altér. du moy. mouv. 


Altér. de Panom. moy. 


W + "4497 + 045 39"94 
ò -+ o,18ri -H 0.22.10,72 
b — 0,0517 — 0. 2.45,95 

+ 1"5991 + 1° 5° g'g 


Si l’on désigne donc par z et n’ les moyens mou- 
vemens diurnes de la comète aux périhélies de 1806 
et de 1826, l'intervalle entre les deux passages étant 
de 73801,4881 , on aura 


360° X 3 — 1°5'4",;71 Mer 
bec PRE DE Te == 0 40 32052, 


= 8'46",2652 + 1",5991 = 8'47",8643. 
En calculant ensuite les altérations des mêmes éld- 


mens pour la période commencée en 1826, le méme 
astronome a trouvé 


Alicr, du moy. mouv. Anomalie moy. 


E + 55745 + 1° 28! 50"94 
ë + 0,0552 — o. 0.34,69 
b — o,03r1 — o, — 0. 3.14,85 

+ 5" 5766 + 1° + 1005! 1" 42. 


Soit T l'intervalle de temps inconnu qui s’écou- 
lera entre le passage de la comète à son périhélic en 
1806 et son prochain retour au même point de son 
orbite , et soit z” le moyen mouvement diurne à cette 
époque, on aura 
q 36o 25 fa 

8’47",8643 
= 8 47",8643+5",5766 = 8’ 53",4400. 


—2456/,1562—0,6642=—2445i 5120, 


L'effet des forces perturbatrices diminuera donc de 
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4 ,6642la durée dela révolution actuelle de la comète, 
et si l'on suppose qu’elle ait passé au périhélie le 
18,9688 mars 1826, son prochain retour à ce point 
aura lieu le 27,4808 novembre 1832, année qui 
sera remarquable par les réapparitions des deux co- 
mètes à courte période de 1819 et de 1826. 

Voici le tableau des altérations qu'éprouveront les 
divers élémens de l'orbite pendant la période actuelle. 


(de la long. du nœud sur l'écl. — 3° 13° 45" 
de la longitude du périhélie.. + - 5,13 
de l'inclinaison de l’orbite.... — 20. 2 

{de l’excentricité..….......... + 0.0047588. 


Variat. 


On voit que l’action des forces perturbatrices est 
surtout sensible sur le mouvement des nœuds de lor- 
bite. La grandeur des altérations que subissent les 
divers élémens de l'orbite pendant cette période, 
tient à ce que Jupiter s'approchera beaucoup de la 
comète en mai 1851, etqu'il exercera, pendant quel- 
que temps sur elle une influence considérable. 

En partant des élémens de 1826, rapportés plus 
haut, on a formé, à l’aide des résultats précédens, le 
tableau suivant : 


Llémens de la comète en 1832. 


Passage au périhélie 1852 novembre. 27,4808 
Excentricité..... Pas Lis soso... 0.7517481 
Lieu du périhélie.......... she 6100 O 
Longitude du nœud ascendant...... 248.12.24 
Inchinaison...... A PRIOR ST 
Demi -grand.-axe.. dt tamis à 3.535683. 
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LIVRE QUATRIÈME. 


Du mouvement de rotation des corps célestes. 


Sı la figure des corps célestes était celle de la sphère, 
ils tourneraient uniformément autour d'axes inva- 
riables; mais nous avons dit que la force centrifuge, 
due à leur mouvement de rotation, abaisse leurs 
pôles et relève leur équateur. Les forces qui les ani- 
ment ne passant plus par leurs centres de gravité, il 
en résulte, dans leurs axes et dans leurs vitesses de ro- 
tation , des variations qui fixeront spécialement notre 
attention dans ce livre. Ici la loi de la pesanteur uni- 
verselle ne se manifeste pas par des effets aussi pré- 
cis et aussi sensibles que dans le mouvement de 
translation; elle est subordonnée à la figure du corps 
sur lequel elle agit, à la matière qui le compose, aux 
aspérités mêmes qui hérissent sa surface. Son action 
est difficile à saisir au milieu de tant d'obstacles qui la 
modifient, tandis que dans le mouvement des centres 
de gravité des corps célestes autour du Soleil, les 
effets de toutes ces causes secondaires se perdent 
dans les espaces immenses qui les séparent, pour ne 
plus laisser apercevoir que ceux qui dépendent de 
leur tendance mutuelle les uns vers les autres. Ce- 
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pendant l'influence de cette grande loi de la nature 
wen est pas moins admirable dans la question qui va 
nous occuper; elle lie entre eux des phénomènes qui 
sans elle paraîtraient n'avoir aucune analogie. Ainsi, 
comme nous l'avons dit, les mouvemens des axes de 
rotation des planètes ne sont qu’une conséquence de 
l'ellipticité de leurs figures, et l’on verra que les 
rapports qui peuvent exister entre les durées de leurs 
mouvemens de révolution et de leurs mouvemens de 
rotation les modifient encore d’une manière parti- 
culière. La pesanteur universelle, appliquée à cette 
nouvelle classe de phénomènes, non-seulement ex- 
plique d’une manière très simple plusieurs points 
importans du système du monde, que l'observation 
avait de tout temps révélés aux hommes, mais dont ils 
avaient jusque là vainement cherché les causes; elle 
donne encore le moyen de calculer les lois de ces phé- 
nomèénes, avantage précieux, parce que, comme ils 
procèdent avec une extrême lenteur, on ne pourrait 
les déterminer directement que par des observations 
séparées par des milliers de siècles. Enfin, la théorie 
du mouvement des corps célestes antour de leur 
centre de gravité a pour nous cet intérêt spécial qui 
s'attache à tout ce qui nous touche de près; elle 
fournit plusieurs données importantes sur la figure 
et la nature du globe terrestre, et des renseignemens 
précieux sur sa stabilité. 

L'analyse que nous allons présenter est générale 
et peut s'appliquer à tous les corps du système solaire; 
elle n'est que le développement des considérations 
exposées dans le chapitre HI du livre H, et par les: 
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quelles nous avons ramené à un seul et même prin- 
cipe la détermination de toutes les inégalités plané- 
taires. Malheureusement, dans la question qui nous 
occupe, les observations sont bien en arrière de la 
théorie. On conçoit en effet, combien elles demandent 
de précision et combien, à la distance où noussommes 
des corps célestes, il est difficile de saisir des phéno- 
mènes quise passent pour ainsi dire à leursurface ; aussi 
ce n'estencore que par rapport à la Terre et à la Lune 
que lon est parvenu à rendre les observations assez 
certaines pour les comparer à la théorie. Nous exami- 
nerons en particulier les phénomènes relatifs aux 
mouvemens de rotation de ces deux planètes, et ils 
serviront d'application aux formules générales qui 
seront développées dans le chapitre suivant. 


Tour IL. 11 
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CHAPITRE PREMIER. 


Intégration des équations différentielles qui déter- 
minent les mouvemens des corps célestes autour de 
leurs centres de gravité. 


t. Reprenons les trois équations (B) que nous 
avons trouvées n° 5, livre II, pour déterminer le 
mouvement des corps célestes autour de leurs centres 
de gravité : 


dv dV 
Adp + (C — B).qr.dt= € gT T) di, 


dy dY 
ESR C).p.di= (2. ToT. =). dt, \ (A) 


dv dv 
Cdr -+ (B — A).pg.dt= ue : TY) dt. 


Dans ces équations, A, B, C représentent les trois 
momens d'inertie principaux du corps, respective- 
ment relatifs aux axes des x, desy et des z; en sorte 
qu'on a 

A=. (y"+2") dm, B=S.(x°+z')dm, C=S.(x°4y°).dm, 


Les trois quantités p, g, r déterminent à chaque 
instant la position de l'axe instantané de rotation par 
rapport aux axes principaux, et la vitesse de rotation 


1 
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autour de cet axe; en sorte que si l’on désigne par a’, 
6, y, les trois angles que forme respectivement l'axe 
instantané avec les axes des x, des y et des z, on a 


pa P g 
cose = =; cos$ = = ;. COS y= 


Vr° ++" VP ++ 


et Vp°+ g°+ r exprime la vitesse de rotation au- 
tour du mêrme axe. 

Enfin V représente la somme des masses des corps 
agissans du système, divisées respectivement par leur 
distance à l'élément dm du corps attiré, et multi- 
pliées par la masse de cet élément ; c'est-à-dire que si 
lon ne considère que l’action d’un seul astre L, qu'on 
nomme x’,7', z les coordonnées de ‘cet astre, et x, 
7,2 celles de l'élément dm, rapportées aux trois axes 
principaux qui se croisent au centre de gravité du 
sphéroïde, on aura 


Lam 


S. — — , 
VE aF NFE 


V= 


"le signe intégral S se rapportant à Pélément dm et 
aux quantités qui varient avec lui, et devant être 
étendu à la masse entière du corps attiré. 

Les trois équations (A) suflisent pour déterminer 
à chaque instant les mouvemens du corps m par rap- 
port aux trois axes principaux qui se croisent à son 
centre de gravité; mais pour connaître sa position 
absolue dans l’espace, il faut déterminer encore la 
position de ces axes mobiles par rapport à trois axes 
fixes, ce qui exige l'intégration des trois nouvciles 


- 11. 


| 
Vr re 


ES A, + 
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équations suivantes 
dọ — cosh . dẹ = rdt, ' 
dû = sin ọ . gdt — cos ọ .pdt, > (a) 
sin. d} = cos® . gdi + sing . pdt. ) 
Dans ces équations, Í représente linclinaison du plan 
des xy sur un plan fixe, 4 est langle que forme l'in- 
tersection de ces deux plans avec une ligne fixe menée 
dans le second, et @ langle compris entre cette inter 
section et l'axe des x. Ainsi, les angles 0 et @ déter- 
minent la position du plan des xy, que, pour abréger, 
nous appellerons désormais l'équateur du corps, et 
langle @ fait connaître la position de l'axe des x dans 
ce plan. 

2. On peut faire subir aux seconds membres des 
équations (A) plusieurs transformations qu'il est bonde 
connaître, parce qu’elles nousserontutiles par la suite. 

Nous remarquerons d’abord que, d'après la valeur 


de V,on a 
dV Ne 7 4. , AV 
Le DE AIN ap |" Ju? 
dV AV r 7 fav 
Bat icone de P inida? 
d EA ETEN 
Fed ada 7 de dy“ 


Les équations (A) deviennent par conséquent 


` 


, d £ 
Hi aa (ar 2 de 
\ v 
Bdg + (A — C). p aa, r N: d > (B) 


dv dV 
Cdr -+ (B — A). pq u(y mer : a) 
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Les trois quantités p, q, r sont données en fonction 
des angles ®, +, À et de leurs différentielles au moyen 
des équations (a). Pour introduire les mêmes va- 
riables dans les seconds membres des équations pré- 
cédentes, transformons les coordonnées x’, y's Z, 
qui se rapportent aux axes mobiles des x, des y et 
des z en d’autres coordonnées x, Y, z, relatives à des 
axes fixes; prenons pour plan fixe des x et des x le 
plan de l’écliptique à une époque déterminée, et 
pour axe des z une ligne perpendiculaire à ce plan. 
On aura d’après les formules du n° 5r, livre I”, 


x'=x.{cosl.sind.singcosŸ.cosp)+-x.(cos8,cosd.sinp-sin[.cos®) 


—z.sin8.sin®, 


ÿ'=x.(cos8.sind.cosp-cos-l.sinp)+.(cos).cosd.cosp+-sind.sin o) 
— z. sin , cosĝ, 
2 =x. sinb, sin} -+ y . sinb. cos Ÿ -+ z. cosb. 


Si l'on substitue dans l'expression de V, à la place 
des coordonnées x’, y’, z', leurs valeurs, elle devien- 
dra fonction des angles @, 4, 8 et des variables x, 
Y,2, £, Y, 3, et comme ces dernières sont indépen- 
“dantes de ces angles, en prenant la différentielle de 
V par rapport à ®, +, 4, on aura 


TA) 


Dodo Ga ds gode + ad Pr AA 


Var, 
eu désignant par d'x', d'y et d'z’ les différentielles 
des coordonnées x’, y', z' prises en ne faisant varier 
que les trois angles @, 4 et 8. Si dans cette équation 
on remplace d'x', d'y", d'z’ par leurs valeurs ainsi 
déterminées, et qu’ensuite an compare de part et 
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d'autre, les coefficiens de dọ, de d4} et de då, on 


trouvera 


dv c AN. Dest IAN. 

T N E ap) 

dy à dy , dV 
en =sing. (Ts. D) + cos 9: (5 RE j 
dV /, AW 


da =. CL J Ai d.cosp.(. 20 
+ sins . sin. Q DT D) 


d’où il est aisé de conclure 


„aV „dV coso /daV " dV . 
X dé dx sind’ aa HE. Été: 


„dV LA sing /dV D TAN INTER 
dy) di sin PS) a 0e 


Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (B), 
elles deviendront 


dp 3 sing /dV dVx k 
A H(C—B).gr= Gr LE Hs -cos?, 
dq _cos® /dV x 
B SPU (A — C) pr = ET CG + cosô. ei + = . sing >(C) 


dr dY 
CT t O—A) p= de’ 


5. Il est inutile d'observer que ces équations conser- 
veraient la même forme, quel que soit le nombre des 
corps agissans du système, et quand bien même on 
voudrait avoir égard à la figure de quelqu'un de ces 
corps, n° 6, livre IL. Les nouveaux astres que lon 
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considérera ne feront qu’ajouter à la fonction V des 
termes semblables à ceux qu'a introduits l’action de 
Pastre L, et il suffira dans le second cas de remplacer 
leurs masses L, L’, L”, etc., par les élérnens infini- 
ment petits de ces masses. La fonction V sera donnée 
alors par deux intégrations independantes l’une de 
l'autre, la première relative au sphéroïde attiré, la 
seconde aux astres qui agissent sur lui. En faisant su- 
bir aux coordonnées des astres L’, L”, etc., la trans- 
formation précédente, on introduira dans l'expression 


de V les trois angles @, 4, 8, et en prenant les dif- 


, à dV dV av 
férences partielles GX & relatives à ces angles, 


on formera les seconds membres des équations (C). 

On doit donc regarder généralement V comme une 
fonction donnée des angles ®, 4, 8, qui renferme en 
outre le temps à raison du mouvement des astres qui 
agissent sur le sphéroïde ; et l’on peut par conséquent 
supposer cette fonction développée en série de sinus 
et de cosinus d'angles multiples de @; on conçoit en 
effet que si l'on fait 


Fe I 


Væ =F y t E m 


et que l'on substitue pour x”, y', z' leurs valeurs n° 2, 
on pourra développer V' en une série semblable; en 
multipliant ensuite par dm chacun des termes de ce 
développement et en l'intégrant, on aura...... 
V=S.V'dm; et comme le signe S ne se rapporte 
qu'a la molécule dm, et que les variables ®, 4, 8 
sont les mêmes pour toutes les molécules du corps, 
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cette intégration n’altérera pas la forme de la série. 
Nous donnerons dans la suite l'expression du dé- 

veloppement de V ainsi effectué; il suffira pour le 

moment d'en concevoir la possibilité. On verra alors 


que les différences partielles de V sont de l’ordre a 


L étant la masse de l'astre attirant et 7’ sa distance 
à la molécule dm; il est facile de juger par là lin- 
fluence de l’action des forces perturbatrices. 

On peut observer encore que les différences par- 
tielles de V sont de l'ordre de l’aplatissement du sphé- 
roïde que l'on considère. Il est évident en effet que, 
si le corps était sphérique, la fonction V se réduirait à 
une quantité indépendante des angles @, 4, 8; et 
comme la figure des corps célestes est peu différente 
de la sphère, cette circonstance contribue encore à 
rendre très petits les seconds membres des équations 
(C). Il suit de là que l’on doit regarder généralement 
comme très petites les forces qui troublent le mou- 
vement de rotation des corps célestes, 

4. Si Pon multiplie les équations(C), la première par 
p, la seconde par q, la troisième par r, qu'on les 
ajoute ensuite, et que dans le second membre des 
équations résultantes on substitue pour p, g etr, leurs 
valeurs tirées des équations (a), on trouvera 


av dV ,, dy 
Apdprt Badg + Crdr amer dest g Atge (b) 
Le second membre de cette équation serait une 


différentielle complète, si les astres qui agissent sur le 
sphéroïde étaient fixes; mais comme ils changent de 
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position, la fonction V contient, outre les variables 9, 
aļl, 8, les variables x, y, z, qui dépendent du mou- 
vement de ces astres; soit donc 


dV dv dy 
Ja "dot r Itt .dd= dy, 


la caractéristique ď' se rapportant uniquement aux 
variables @, A, 8, relatives aux déplacemers des 
trois axes principaux du sphéroïde. En intégrant l'é- 
quation (b), on aura 


Ap*+ Bg°+ Cr= const. +2./d'V. (c) 


Cette équation renferme le principe des forces 
vives : nous avons fait voir en effet, n° 33, livre [*, 
que la fonction Ap*-+Bg*+Cr* exprimait la force 
vive du sphéroïde dont les trois momens d'inertie 
principaux sont À, B, C, et dont Vp’ + g + est 
la vitesse de rotation autour de l'axe instantané. 

Si l’on suppose donc 


T — NP Or Cr 
A 2 


l'équation (c) devient 
T— f.d'V = constante. 


En appliquant à cette équation l'analyse du n° 15, 
livre IE, on en tirera trois équations analogues aux 
équations (c) du même numéro. En effet, p, q, r étant 
donnés en fonction des variables @, A , 8 et de leurs 
différentielles par les équations (a), on peut regarder T 
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comme né rs a ces pe et si pour abré= 


ger on fait 0, pe =y, 3 , en différenciant 

on aura 

dT s) a. dT dT 
=H 


.d . = . dr, 
P E T 1 q 
Les pre (a) donnent 


p= y4 -sinb . sing —6'.cos?, | 
q= 4 . sinf. cosp+4'.sing, j (a) 
r=@— 4 . cosð. 


Si après avoir ditférencié ces valeurs, on les substitue 
dans le second membre de l'équation précédente, et 
qu'on compare ensuite les coefficiens de dp’, d\';, etc., 
cette équation donnera 


dT =; dT Apaan y : CARNET EME 
Te dy = si dr: sinô. cosg . A: + 
dT ` dT adT dT dT dT 


PA r a a RE 

dT dT ie l dE 3 dT 

— = . —— i. S pim La F= P y 
mn °; cos Wing Fr q) tsino z] q} 
La valeur précédente de T donne d’ailleurs 


dT 
= AP; i dy , =D) T p= Cr; 


les équations (c) du n° 15, livre H, deviennent 
donc ainsi 
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d.[siné. (Apsinọ + Bgcosg) — cos 8 . Cr] AA 
a CHER TT Re pe de FA 
ER. CEE AP) Le 008 (A psinp-4-B0059) +-sin8.Cr] AT. 


Ces équations sont identiques avec les équations 
(f) du n° 15, livre IL, lorsqu'on suppose dans celles- 
ci V=o, Q=V , et qu'on y remplace les différences 
partielles de la fonction T par leurs valeurs; on peut 
par conséquent intégrer ces équations par le même 
procédé, et comme elles ne sont qu’une transforma- 
tion des équations différentielles (C), il est clair que 
leurs intégrales conviendront également à ces der- 
nières, et réciproquement. Nous supposerons donc, 
conformément aux principes de la méthode générale 
d'intégration développée dans le chap. HI du livre I, 
les équations précédentes, ou, ce qui revient au 
même, les équations (C) intégrées dans le cas où leurs 
seconds membres sont nuls, et nous avons vu n° 35, 
livre [*, que cette intégration est toujours possible ; 
ous ferons varier ensuite les constantes introduites 
par l'intégration, de manière à satisfaire encore aux 
mêmes équations dans le cas où l’on considère Pac- 
tion des forces perturbatrices. 

il est bon de remarquer ici que nous avons supposé 
dans le chapitre cité que Q, qui représente l'intégrale 
de la somme des forces perturbatrices multipliées res- 
pectivement par l'élément de leur direction, est en 
effct une fonction toujours intégrable; mais cette 
condition , qui n'est remplie nı dans la question du 
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mouvement de translation, ni dans celle du mouve- 
ment de rotation des corps célestes , n’est nullement 
nécessaire et ne doit limiter en rien la généralité de 
cette analyse. Il suffit en effet, pour son exactitude, 
que les différences partielles de la fonction Q, qui re- 
présentent les forces perturbatrices, soient une fonc- 
tion finie des variables ø, +}, 8, puisque ces différences 
partielles entrent seules dans les formules des varia- 
tions des constantes arbitraires. 

5. Reprenons les diverses intégrales auxquelles 
nous sommes parvenus dans le n° 35, du I" livre, 
savoir 


Aap + Bbg + Cer = B, 
Aa'p + Bbg + Cer= BR, 
Aa"p+ Pb'g+ Cor p", 
AP + Bp + Cr = h, 
Apt + B'e + Cr = k’; 
VAB. Cdr 


V [E —Bh+ (B—0).Cr} | -FALF (C-A).Gr } p 
E Sg i k . (Cr — 4). V AB .Cdr 
=J (K=Cr). V'UE=Bh+(B-0). Cr H-FHAhFC-A). Cr} 


Ces sept équations n'équivalent qu’à six intégrales 
distinctes, et les quatre constantes 8, 8°, B", k sont 
liées entre elles par l'équation de condition 


B+ B4 BR. (e) 


Les trois arbitraires 8, 8', 2" déterminent la posi- 
tion du plan principal de projection , en sorte que si 
Ton appelle y son inclinaison sur un plan fixe quel- 
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conque, et æ la longitude de son nœud comptée d’une 
origine arbitraire, on aura 


LEE mat) 


8 
tano g = — ta = z r 
Le) g d ng y 8 


La constante A est celle qui sert à compléter l'in- 
tégrale des forces vives; la constante ¿ dépend de la 
position du corps à un iustant déterminé; enfin, 
relativement à la constante g, nous observerons que 
AN représente la longitude de l'équateur du corps, 
sur le plan principal de projection, comptée à partir 
de l'intersection de ce dernier plan avec le plan fixe, 
n° 35, livre l*. On peut donc, pour fixer les 
idées, supposer que — g est la valeur de cette longi- 
tude à l'origine du mouvement, puisqu'il suflit pour 
cela de le faire commencer à l'instant où l'intégrale 
de la valeur de +, s'évanouit. 

Les intégrales (d) suffisent pour déterminer à 
chaque instant la position du corps par rapport au 
plan invariable, en sorte que si l'on désigne par @, et 
8, relativement à ce plan, les angles que nous avons 
nommés @ et À par rapport au plan fixe, on con- 
naitra par les formules précédentes les valeurs des 
angles @,, 4, b, yet æ, et l'on déterminera celles 
des trois angles ®, A, 8, par les formules du n° 35, 
livre I". 

Cela posé, concevons que l’on veuille étendre les 
intégrales précédentes aux équations (C), où l'on 
considère l’action des forces perturbatrices. Les trois 
arbitraires 8, 8°, B” ne seront plus constantes; le 
plan principal de projection que nous avions considéré 
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comme invariable n° 35, livre cité, cessera de l'être, 
mais il conserveratoujours la propriété d’être à chaque 
instant le plan par rapport auquel la somme des pro- 
jections des aires décrites par les rayons vecteurs des 
élémens, du sphéroïde, multipliées par les masses de 
ces élémens, est un maximum; les quatre constantes 
h, k, l, g, deviendront également variables, et l’on 
déterminera les variations de ces différentes quantités 
par la formule générale (D), n° 18, livre IL. 

Pour cela, il est nécessaire d'exprimer préalablement 
ces constantes en fonction des variables indépen- 
dantes du problème et des quantités s, u, v, qui 
sont, comme on sait, des fonctions de ces variables et 
de leurs différences premières. Dans la question qui 
nous occupe, comme dans celle du mouvement de 
translation, les variables indépendantes sont au 
nombre de trois : nous avons pris les trois angles 9, 
4, 0, pour ces variables; nous avons désigné pour 
abréger par @', 4’, 6! les différentielles @, 4, 8, 
divisées par dt, aP pat T la moitié de la force vive 
du sphéroïde ; on aura par conséquent, n° 13,livre H, 


dr EEE bg ET 
s= 2 eo = De 


Nous avons trouvé n° 4 pour l'expression de T 
P P 


ApH BeH Cr, 
FR ; 


T's 


on aura don a dent SE ide 
c en vertu des valeurs de o gy? gg’ 


données dans le même numéro, 
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s— Cr, 
u = (Ap.sin® + Bg.cos®). sin 8— Cr.cos8, 
v = — Åp . cosọ + Bg .sing, , 
d'où l’on tire 
Ap=(u+s cosb) -= »cos®, 


cos @ . 
Bg = (u + s cosb) . ——° + vsin (8) 
g = (u + 0) T ®, 

Cr= s. 
Si dans les expressions des constantes 6, B', 8", on 
substitue ces valeurs, et qu’on remplace en même 
temps les quantités a, b, c, a', b', œ, a", b", c", 
par leurs valeurs données n° 28, liv. I", on trouvera 
a 


B = (s -+ ucosl). y — ecos}, i 


B' = (s + ucosh). EY + vsing, Fa 
B'= — u. 


En mettant pour B, B', B”, leurs valeurs dans les 
équations ( f), on exprimera les constantes æ et y en 
fonction des mêmes variables. On pourrait exprimer 
de même les constantes % et k en fonction des six 
variables @, 4, 8, S, u,v, mais il sera plus simple 
de les regarder comme déterminées par les équa- 
tions (d)et (e), en y considérant les quantités p, 
q, r, B, Ê, Ê" comme des fonctions données de ces 
variables. Enfin, on substituera sous le signe intégral 
s à la place de Cr dansles deux dernières équations (d), 
et en supposant les intégrations effectuées, on 
pourra regarder les six constantes A, k, a, y, l; £, 
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comme exprimées en fonction des six variables ®, +}, 
8,s,u, v. Il ne restera donc plus qu'a substituer 
leurs différentielles partielles prises par rapport à ces 
quantités dans la formule générale 


pde db da db da dh_ dw db dh db_da db 
(ab) ds `dọ de ds' du dẹ} di’ du ' dv do db dv’ 
pour avoir les valeurs des quinze symboles (4, a), 
(k, >), etc. 

6. Pour suivre ici la même marche que dans la re- 
cherche des variations des élémens elliptiques, com- 
mencons par déterminer les valeurs des quantités 
(k a) (ky) (2,7) (h, K), (h,a), (h, y), où n'entrent 
point les lettres Z et g; et afin de simplifier ce calcul 
formons d’abord les trois combinaisons (8, 2’), (8,£"), 
(B', 2’); on trouvera sans peine 


(8, B) =— P", (B, P) =B, (8, B") =— e. 


Si lon regarde a et y comme des fonctions de 8, 8, 
B", données par les équations 


8 VEFE 
tang æ Fa F? tang y == a-c 


A » 
F 


on aura 


d Aa 
(ka) = (k, B). Jð + (4,8 lag? 


(E7) = A, B). H rB) Z H (r B") 


D'ailleurs # étant une fonction de B, B', 8", donnée 


par l'équation = 8°+ B- 8”, on a 
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5 p dk i dk i un B 
(K P= BB) g HE' B) To =B) HBBE 
et par conséquent (k, )= o; on aurait de même 
(k, B) = 0, (k, L’) = 0, d'où l'on conclura 
(k, a)=0, (k, y)=0. 
La valeur précédente de tang y donne 


VA 
en observant donc que (a, k) est nul par ce qui pré- 
cède, on aura simplement 


(a, y)=(æ, 8"). et = — (a, 2"). ri 


Or, 
i , gin ds » A1 ad d 3 
(BB, B) HEB) cosa. (e= 


donc, 


(2,7) = 


TE sin y 
Si Pon combine la constante k avec les trois cons- 
tantes 8, B', B, on trouvera 


(h, B) =0,, (4, B= 0; (h, B")= 0. 


En effet, la constante 2", par exemple, ne contenant 
que la variable u, la formule (C) n° 18, livre I, 
donnera 
dhà db" 
(h, B) TESEN A) ° Tar 
Tous Il. 12 
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Or, la constante À est fonction de p, 9, r, et les va- 
leurs (æ) de ces quantités ne contiennent pas la 


d dh 7 
variable «; on a donc Ji = 0, et par conséquent 


(h, B)= 6. On peut en dnélare par analogie que 
(h, B’) et (h, 8”) sont nuls pareillement; il est facile 
d’ailleurs de le vérifier en calculant directement leurs 
valeurs. 

Il suit de là que si l’on regarde k, «, y comme 
fonctions de B, B', 8”, on aura 


(ha kilon (aa) =s (k, y =0. 


Formons maintenant les quatre combinaisons (1, k), 


(L k), (La), (1,7) qui renférment la constante / sans 
contenir la constante g. 


La sixième des intégrales (d), en mettant s à la 
place de Cr sous le signe intégral, devient 


ÀB. Cds 
O lme II 
ii f V [Ck -BCh +(B-C).s*].[-Ck-FACh+(C-A).*] (2) 
Si l'on suppose l'intégration effectuée , cette équation 
donne 
l = — t + fonct. (h; k, s}. 


(16 i dt . M 
On aura ainsi da = 7, et pour avoir les différences 


artielles =- si <, il suffira de différencier sous le signe 
P dh T 5 


intégral le second membre de l'équation (d') par 
rapport aux constantes h et k. 
La valeur de Z ne contenant que la variable s, en 
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la combinant avec une constante quelconque b, et 
en faisant d’abord abstraction des constantes } et Æ 
qu'elle renferme, on aura 


dt db 

Gas F 

Pour avoir égard aux constantes h ct k, il faudrait 
ajouter au second membre les deux termes 


we 2 Tigi 
(k, b). TX (k, bT 


Mais on peut s’en dispenser, parce que b devantre- 
présenter l’une des quatre constantes %, k; æ, yp ces 
deux termes sont toujours nuls. 

Substituons d’abord la constante A à la place si 
b;ona 


z = 2Ap. P taby Ap atr, 


Or, les valeurs de Ap, Bg, Cr donnent 
dp _ dq ee 


on aura par conséquent 


dh g à dr 
d m2 (B—A) p= —2 “CT; 


en vertu de la troisième des AGE (A). 


d! 
On aura donc, en observant que es =T, 
dt ds 
W joc a + 2, ds 7e à 
ra 
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et par conséquent 


(,h=— 


Les trois constantes £, B', {8° ne renfermant pas la 
variable @, il s'ensuit que si la lettre à représente 
une fonction quelconque de ces arbitraires, (4, b) sera 
nul; on aura done ainsi 


(LRO OO Eat 


Passons enfin au calcul des cinq combinaisons (g , k), 
(g, À), (8 2), (8, Y), E> Ù) qui renferme la cons- 
tante g. 

La dernière des équations (d), en substituant s à 
la place de Cr, devient 


Pr pinia- k. (° — Ch). V AB . ds 
V ei C hE OO FA CAT 


Si l'on suppose l'intégration effectuée , cette équation 
donnera g en fonction de 4,, s,.k, k, en sorte qu’on 
aura 


g= — Jt fonct.(,#, s). 


En la différenciant , on a d’ailleurs 


dy dl, LE(S CD de 
ds ds  C.(k—s) * ds 
On obtiendrait les différences partielles de g, par 
rapport à h et à k, en différenciant sous le signe inté- 
gral par rapport à ces constantes. 
Cela posé, on aura relativement à une constante 
quelconque ù, 
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DE D + b) Agab) (A) 


Nous omettons le terme (k, b). st parce que b devant 


représenter l’une des quatre constantes &, y, h, l, ce 
terme est toujours nul. 

Pour former la quantité (4, b), il est nécessaire de 
connaître la valeur de +, en fonction des variables 


P, 4,8, s, u, v. Or nous avons trouvé n° 35, liv. A I pr 148 


cos 8 = cosy . cos 8, — sin y .sin4,. cos4, 
sin (L — æ) . sinĝ = sin 4, .sin8,. 


On a d’ailleurs, n° 35, livre k, I 
k . cosy = "= —u, et k.cosb = Cr=s; p 
les deux équations précédentes donneront donc 


E’. cos 0 + us 


i AS k.sin(4— a). sino 
ver O N 


V k’— 5 


siny, 


cos Ÿ, = — 


Si l'on différencie la valeur de cos, par rapport 
aux variables s , u, 8 qu’elle renferme, et qu’on subs- 
titue dans le résultat pour sin 4, , sa valeur, on trou- 
vera 


dp, u + scosô 

ds — (W— s).siny. sinb. sin (Y — «) ? 
ay 4 s + ucos ð 

du ~ k. sin. sinf . sin (Y — «) ? 

dẹ, I 


de~ siny.sin(ÿ—2)? 


par conséquent 
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u +s. cos? aÿ pa S db 
(Y, DT ms Y a r N sin} „sinô. nô.sin( Je) d} 
1 db 


a S 
' siny. sin (p — «) dy" 


Substituons maintenant successivement dans (g, b) 
et (},, b) à la place de la lettre b, les quatre cons- 
tantes 4; k, &, +. 

On trouve aisément 


Pdh _ a S dh S 3 
Tp am, J; = 2 (p cos — g sin ẹ¢); 


par conséquent 
E= 2k, nus 20 h), 


Ffu-scosh\ = pq | à ] 
(A)= RÉ IE sindy k— PEA ear apri 


Les équations (g) donnent 


u + s cos B 
sin Ü 


= Ap.sin® -+ Bo.cos?, 


k. sih y 'sin(4—e)=? . sin Y—8. cosy =—Ap cos?+-Bg sin. 


L'expression de (4},,Ã), au moyen de ces valeurs et 
en observant que A*—s=A*p -+ B’4*, se réduit à 


7, 2k. (Ap°+ Bg’) __ 2k. (4 — cr’) 
(i uis a =g Eann pe 


Si l’on substitue cette valeur dans l'expression de 
(S, h), on aura 


(,h}==0: 
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Si l’on combine la constante g avec chacune des 
trois constantes B, B’, B', et qu'on observe qu’en 
vertu des équations (h), on a 


s + u cos Ü 


sin 4 


= sin À + B cosy, 
on trouvera sans peine 


(dy b) = A ee > Q B) = » (dy b") = 0. 


La constante k étant regardée comme une fonction de 
B, B', B"'donnée par l'équation 


h=p+p+p", 


k sin’ y 


ona 


Cho = B) p H EAE, 


Esin’ >? 


par conséquent , 
(Ji k) = 7. 


La constante % étant donnée par l’équation 


VEEE 
tang y = TG > 
on aura 
cos Ai a . 
(Ppr) =B). ZH eZ dE R ain VAE LiT es , 
par conséquent, 
ca 
(Yy = k peye 


Enfin, la contante æ étant déterminée par léqua- 
tion 
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JL 


tang a = 


19 


on aura 


a) EH BE NE (E EE), 


c’est-à-dire 


(d» a) = O0. 


Ces valeurs substituées dans la formule (4) donne- 
ront, en remarquant que les constantes 6, 8’, £” ne 
contiennent pas la variable ?, 


cosy 


(gr k) =— 7, Ge (g, 2) = 0: 


Il ne nous reste plus à former que la combinaison 
(g, l); mais au lieu de substituer la constante / à la 
lettre b, dans la formule (4), il est plus simple de 
considérer cette constante comme fonction des va- 
riables s, t et des constantes %, k; on aura ainsi, 


(e; D=(8, $). LE (8> A). T+ (g,4). + 
valeur qui, en observant que (g,k)=0, (g, k)=— I, 
(g, s) =— s, se réduit à 


de di dl 
{ \ 2 LL ste 
(g: I) = ne 


D'ailleurs g= fonct. (s, À, k, k), et comme s, Ț À 
ne contiennent pas la variable @ , on a 
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NT, 
d@ dh` dọ’ 
par conséquent, 
dh di dg dy di 


g )=— Tp ds dh F= Ru TUE 


dh dl 


p a= h)= a 


en observant que 


PRES RTE 
Pour avoir les différences partielles Dh JE il faut 


différencier , sous le signe intégral, par rapport à À 
‘et à k, les valeurs de ces deux constantes; on aura 
ainsi 

dg _ kdt a Ak. (s°—Ch).dt 

dh J PEZPY] e- [CR-ACh+(A-C).s"] 


Bé.(#—Ch).dt 
+: TRN CEE 4 BL i 


valeur qui peut se mettre sous cette forme 


=i orao Ck.dt 1 C&. de 
CE-ACAH (A-C).s ons CF BCh + (B-C).s° 
En différenciant de‘la même manière, par rapport à 
à la valeur de l, on trouve 


=- fr Ckdt Cdt 
CACA (AC). Pias CE BCh B0" 
Ces valeurs, substituées dans l'expression de (g LS 
donnent 
(g , l) =< Q; 
7. En réunissant les valeurs des quinze quantités 
que nous venons de calculer, on trouve 
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cosy 


(k,D=2, (,g)=1, GER (ya == siny 


Toutes les autres sont nulles, en sorte qu’on a 
(h, k= 07 (homo (fs cho (5 geo, 
(l, k)=0, (l, y)=0, (l, aæ)=0o, (l, g)=0, 
G,r)= a N S M e 

Au moyen de ces valeurs, il est aisé de conclure, en 

vertu de la formule générale (D), n° 18, livre II, 


dh = sr ] 

dy 
di =— 2. z; %6 

y 

dk Zdi, | 
penis ANT N E) 
CE dk ' ksiny dy ? 

I dy 
da ksiny cs a 
7v e cosy dv 1 
UT ne d ETETE da tt | 


Ces équations serviront à déterminer les variations 
que produit sur les six constantes arbitraires qui en- 
trent dans les équations du mouvement de rotation, 
l'action des forces perturbatrices. 

8. Ce qu’on observe d’abord en considérant les for- 
mules précédentes, c'est la singulière analogie qu’elles 
ont avec celles qui déterminent les variations des 
élémens elliptiques des orbites planétaires. On voit 
en cffet que pour les rendre identiques avec les 
formules (o) du n° 41, livre H, il suffit de 
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as 1 
changer dans ces dernières, aoi h, @en y, et de 


prendre, au licu de l’angle a, son supplément. Ce 
résultat remarquable tient à ce que les constantes 
dont nous avons fait choix ont une signilication 
semblable dans les deux problèmes. Ainsi, dans le 


| e r 
mouvement de translation — -, et dans le monve- 
a 


ment de rotation k, sont les constantes qui équivalent 
à la force vive du système. Dans ce dernier ces, y est 
linclinaison du plan principal de projection sur un 
plan fixe, æ la longitude de son nœud comptée sur 
ce plan à partir d'une ligne fixe; de même dans le 
mouvement de translation @ est Yinclinaison sur un 
plan fixe du plan de la trajectoire , qui est évidem- 
ment le plan principal de projection, et a la longi- 
tude de son nœud comptée sur ce plan, seulement 
cet angle n’est pas complé dans le même sens dans 
les deux cas , d’où résulte la différence de signe qu’on 
remarque dans les formules qui dépendent de la 
variation de cet angle; Zest la constante ajoutée au 
temps #, et provient de ce que les équations diffé- 
rentielles du mouvement ne renferment, dans les deux 
questions, que l'élément de cette variable; k repré- 
sente l'aire décrite pendant l'unité de temps, sur le 
plan principal de projection par le rayon vecteur de 
chacun des élémens du corps en mouvement, multi- 
pliée par la masse de cet élément. Enfin, la constante 
g représente desquantités analogues dans les deux cas. 

Ainsi donc les expressions des variations des cons- 
tantes arbitraires sont identiquement les mêmes dans 
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le mouvement de translation et dans le mouvement 
de rotation, et les perturbations qu'éprouvent les 
corps célestes dans leurs mouvemens, soit autour du 
Soleil, soit autour de leur centre de gravité, se trou- 
ventainsi exprimées par les mêmes formules, comme 
elles dérivent de la même cause. Cet important ré- 
sultat n'est pas sans doute ce qu'offre de moins re- 
marquable la belle méthode que nous avons employée 
pour déterminer toutes les inégalités des planètes. 
Cette méthode, qui réunit dans une même analyse les 
deux principaux problèmes du système du monde, 
a de plus l'avantage de présenter sous un même point 
de vue les différens effets que produisent dans les 
mouvemens de ces corps leurs attractions mutuelles. 
On voit que ceseflets, qui, au premier aspect, parais- 
sent avoir si peu d'analogie entre eux, se bornent à 
faire varier par degrés insensibles les arbitraires du 
mouvement; de sorte qu’en introduisant ces arbi- 
traires ainsi corrigées dans les formules du mouvement 
qui aurait lieu, abstraction faite des forces perturba- 
trices, on aura celles qui conviennent au mouvement 
troublé, et l'on pourra déterminer ainsi, de la ma- 
nière la plus simple, Ja valeur des variables qui doi- 
vent fixer à chaque instant la situation du corps que 
lon considère. Nous ne craignons pas de l'affirmer, cet 
ingénieux procédé d'analyse, par sa généralité et par 
la clarté nouvelle qu'il répand sur toutes les parties 
de la mécanique céleste, est la plus belle conception 
dont se soit enrichie la théorie du système du monde, 
depuis les immortelles découvertes de Newton. Ce 
grand géomètre nous avait montré quelles sont les 


DU SYSTÈME DU MONDE. 189 


forces principales qui donnent le mouvement aux diffé- 
rens corps du système solaire ; Lagrange nous a appris 
à calculer l'effet plus compliqué des forces perturba- 
trices, et peut être il a posé la limite où devait s'arrè- 
ter l'esprit humain dans ces sublimes recherches. 

9. On peut donner aux formules (P) différentes 
formes en substituant aux constantes h, 7, k,g,a, 
y, de nouvelles arbitraires, et en exprimant leurs 
différentielles au moyen des différences partielles de 
la fonction V, prises par rapport à ces mêmes quanti- 
tés. Remarquons d'abord que g désigne dans ces 
formules, langle compris à l'origine du mouvement 
entre les intersections du plan principal de projection 
avec le plan fixe et avec le plan qui contient les deux 
premiers axes principaux du corps; dg est donc l’ac- 
croissement de cet angle pendant l'instant dt; mais 
l'intersection du plan principal de projection avec le 
plan fixe est mobile, et cos y.dx exprime son mou- 
vement pendant l'instant dt projeté sur le premier 
de ces plans. Eu désignant donc par w la longitude 
de l'intersection de l'équateur du corps avec le plan 
principal de projection, cette longitude étant comptée 
sur ce dernier plan à partir d’une ligne fixe, on aura 


do = dg — cosy . da. 


En considérant d’ailleurs V comme fonction des ar- 
bitraires w et a, on trouye 


CNT A dv | /dVS V 
D do? ENST fre 00 Juge 


Les trois dernières formules (P) deviendront, ainsi 
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dv 
do = dt. 
dt dV 
dump aei (Q) 
DES di dv 
QU. rule 


En joignant ces expressions aux trois premières équa- 
tions (P), les variations de toutes les arbitraires se 
trouveront exprimées par des formules qui ne con- 
tiennent qu’un seul terme, ce qui contribue à les 
simplifier. Si le corps tournait rigoureusement autour 
de son troisième axe principal, le plan principal de 
projection coïnciderait avec son équateur; les deux 
dernières formules précédentes suffiraient donc pour 
déterminer dans ce cas les mouvemens de ce plan. 
C’est ce qui a lieu , comme on le verra, relativement 
à la Terre. 
Enfin, si l'on suppose 


p==tangy.sme, g= lang . cosa, 


on trouvera 
AN ON dV 
ET a, 
ŒV _ sine dV cose dV 
Tes" dp O oy dg’ 
ct par suite 


Ê = Let dv 
aizan k.cos’y | dq ? 

ap. ai 
ve k.cos'y dp?’ 


formules qu'il est avantageux de substituer aux deux 
dernières équations (Q), lorsque y est un très petit 
angle. 


DU SYSTÈME DU MONDE. 191 


10, Il nous suffira maintenant de développer cha- 
cune des formules (P), pour en voir résulter tous les 
phénomènesque cause, dans le mouvement de rotation 
des planètes, l’action des forces perturbatrices; mais 
comme la situation initiale du corps , sa figure et ses 
dimensions ont sur ce mouvement la plus grande 
influence, il serait inutile d'examiner d’une manière 
générale ces formules , comme nous l'avons fait dans 
le problème de la translation des corps célestes, et 
nous déterminerons séparément les inégalités du 
mouvement de rotation de la Terre et de la Lune, 
qui sont les seules planètes pour lesquelles létat 
de lAstronomie ait permis jusqu'ici de comparer 
sur ce point la théorie à l'observation. Cependant, 
parmi les arbitraires du mouvement de rotation, il 
en est une dont la variation donne lieu à des remar- 
ques importantes; Cest celle qui entre dans l’équa- 
tion des forces : vives nous allons par cette raison 
la considérer ici en particulier. 

Lapremière des formules (P) donne, pour déter- 
miner la variation de la constante À, l'équation 


dv 
dh=2.. 


dt. 

On peut faire prendre à cette expression une autre 
forme. En effet, Z étant la constante qui est jointe au 
temps { dans les expressions finies des variables ®, 1, 
8, il est clair que si l'on regarde V comme une 
fonction donnée de ces variables, on aura 


AV _dV_dV de ,dV dy. dV &) 


Hd ut À dt ddr 
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par conséquent 
dV dv dv 
dh = 2. DR +T NY + GA) 


ou bien simplement 
dha. dN, (2) 


en désignant par la caractéristique d’, la différentielle 
de V prise en y faisant varier le temps ¿ intro- 
duit par la substitution des valeurs des coordonnées 
g, À, 6 du corps dont on considère la rotation, et 
en regardant comme constant celui que cette fonc- 
tion peut contenir à raison du mouvement des astres 
attirans. 

On doit observer d’abord que cette formule peut 
s'obtenir directement et indépendamment de celles 
qui déterminent les variations des autres constantes; 
clle résulte immédiatement, en effet, de la qua- 
trième des équations (d), différenciée par rapport aux 
variables ct aux constantes qu’elle renferme, pour 
avoir égard aux forces perturbatrices, en observant 
qu'on a, n° 4, 


Apdp + Bqgdq + Crdr = d'V. 


La même remarque s'applique au mouvement de 
translation, et en général au mouvement d’un sys- 
tème de corps, quelle que soit leur liaison entre eux, 
puisque l'équation des forces vives a lieu dans toute 
espèce de système qui n’est sollicité que par l’action 
mutuelle de ses différentes parties et par des forces di- 
rigées vers des centres fixes. Nous allons maintenant 
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démontrer une propriété importante qui résulte de 
la formule (k), et qui consiste en ce que la constante 
h , devenue variable par l’action des forces perturba- 
trices, ne peut contenir le temps £ que sous la forme 
périodique, lorsque la fonction perturbatrice V ne le 
contient que sous cette forme. 

En effet, lorsqu'on n'a égard qu'à la première 
puissance des forces perturbatrices, ce qui permet de 
regarder comme constantes les arbitraires qui entrent 
dans V, si cette fonction ne contient le temps que 
sous les signes sinus ou cosinus, il est clair que 
la différenciation relative à £ fera disparaître tous les 
termes indépendans du temps, ou qui le contien- 
draient simplement à raison du mouvement des astres 
attirans; et par conséquent , l'intégration ne pourra 
donner, dans la valeur de A, aucun terme non pé- 
riodique ou de la forme Né qui croisse avec le 
temps £. 

IL existe cependant une circonstance où ce résul- 
tat cesserait d’avoir lieu et qu’il est important d’exa- 
miner, parce que le système planétaire en offre un 
exemple. Pour cela, supposons la fonction V déve- 
loppée en série dont les différens termes soient de 
cette forme 

sin p: 17) 

H. os Gent int +K); 

H et K étant des fonctions des arbitraires k, k, etc. : 

langle nt étant le moyen mouvement de rotation du 

sphéroïde autour de son centre de gravité et l’angle 

n't le moyen mouvement de l'astre attirant, £ et à’ des 
Tome Il, 13 
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nombres entiers quelconques. Il est aisé de voir que 
ce terme produira, dans dh, le suivant 


« cos ,. A2 Yt K a 
2H. in. in (int — i'n't +K); 


et en l’intégrant, il en résultera un terme périodique 
dans h, à moins que l’on n'ait int— int=o, ce 
qui exige que les coefliciens z et n’ soient commen- 
surables entre eux. Or, ce cas particulier a lieu dans 
le mouvement de rotation de la Lune, altéré par 
l'action de la Terre. Le moyen mouvement de rota- 
tion de la Lune est exactement égal à son moyen 
mouvement de révolution autour de la Terre, et ce 
rapport singulier produit, comme on le verra, le 
phénomène de sa libration. 

11. Démontrons que le résultat précédent subsiste 
encore dans la seconde approximation, où l’on tient 
compte des termes dépendans du carré des forces per- 
turbatrices En effet, pour avoir égard à ces termes, 
il faut à la place des constantes h, k, l, g, y, a, 
substituer ces arbitraires augmentées de leurs varia- 
tions déterminées par l'intégration des formules (P); 
on aura ainsi 


dV dV dv dY. dy dV 
S= —. ~ OL, — dg+ — —- 
y Th õh+ Ti l+- Ti dE de Jg- r ai Ta 22 


et, en ne considérant que les termes de l'ordre du 
carré des forces perturbatrices , 


dh = 2.4. JAV. 


Substituons dans l'expression précédente de JV, pour 
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dh, dl, dk, etc., leurs valeurs, on aura 


V=2. Gr a F7 a arf air 
Lars T4 a] ae 

er ture g" : ST g) 
Fray (ISa eys PAE) 


Pour avoir la différentielle d'. dV , il faut différen- 
cier cette expression par, rapport au temps £ contenu 
dans les valeurs de ¢ + do, 4+ A, 8+0, 
c'est-à-dire qu'il faut, 1°. différencier totalement les 
quantités renfermées sous les signes intégrales, cequi 
revient à effacer les signes /, et alors cette expression 
se réduit à zéro ; 2°. différencier seulement par rapport 
au temps £ contenu dans les valeurs des variables 
P, +, 8, les quantités hors du signe f. L'expression 
de d'V est composée de termes de la forme 


AfBdt — BfAdt, 
A et B pouvant, par l'hypothèse, se développer en 
une suite de termes de la forme gi (Gt + ft+K), 


dans lesquels H, ¿, K sont des Fa dre des cons- 
tantes À, k, l, etc., et ft des angles qui provien- 
nent des mouvemens des astres attirans. Soit donc 
H.cos( ft + mt + K) un terme quelconque de A, et 
soit H’cos( ft + mt -+ K’) le terme correspondant de 
B qui a le même argument, il faudra que l’on com- 
bine ensemble ces deux termes pour avoir dans 
d'.(A.JBdt—B.fAdt) des quantités non périodiques. 
19. 
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Or, on trouve ainsi 


d'.(A.fBdt— B. fAdt) = 
— x Ein fr+mtK). sin( fit mt+K'} 
— sin(ft+metK').sin(f #+mt4+K)], 


quantité qui se réduit à zéro. 

Il suit de là, par conséquent, que si l'expression 
de V est périodique, la valeur de d'h ne contiendra 
que des termes semblables, du moins tant qu’on 
n'aura égard, dans les approximations, qu'aux pre- 
mières et secondes puissances des forces pertur- 
batrices. 

On voit que le résultat auquel nous sommes par- 
venus dans le chapitre VII, livre II, sur l’invariabilité 
des grands axes des orbites planétaires, n’était qu'un 
cas particulier d’une propriété générale dont jouit la 
variation de la constante arbitraire qui entre dans l'é- 
quation des forces vives. 

Dans le mouvement de rotation, A représente la 
force vive du corps en mouvement, et l'on a 


Ap + Bg + Cr'= h. 


Les trois quantités p, g, r, sont les vitesses de ro- 
tation du corps autour des trois axes principaux qui 
se croisent à son centre de gravité, en sorte que si 
l'on nomme p la vitesse du corps autour de son axe 
instantané de rotation et a, b, c les angles qu’il forme 
avec les trois premiers axes, on a 


p = f.cosa, q=/p.cosb, r= p.cosc; 
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l'équation des forces vives deviendra donc ainsi 
p*.(A cos’ a + B cos* b + C cos’ c) = h, 


Le second memhre de cette équation ne contenant 
aucun terme croissant, comme le temps #, le premier 
ne peut renfermer non plus aucun terme pareil, et 
comme tous les termes du premier, membre sont de 
même signe, il sensuit que chacun d’eux n’est 
composé que de termes périodiques. 

On peut conclure de là que la vitesse de rotation 
ct la position de l'axe instantané ne sauraient être 
affectées d'aucune inégalité croissant comme le temps, 
et que l'action des forces perturbatrices ne peut y 
causer que des altérations alternatives dont la période 
dépendant du mouvement du sphéroïde autour de son 
centre de gravité, ou de celui des astres attirans dans 
leur orbite, sera toujours assez courte. 

IL faut remarquer ici que nous n'avons pas eu 
égard, dans la valeur de V, aux termes qui provien- 
nent de la variation des élémens des orbites des astres 
attirans ; il faut donc restreindre , en ce sens, la géné- 
ralité des résultats précédens. 

Après ces résultats généraux, applicables à tous les 
corps du système solaire, nous allons examiner en 
particulier les mouvemens de rotation de la Terre et 
de la Lune. On verra qu'ils présentent tous deux des 
phénomènes extrêmement imporlans qui, quoique 
très différens, peuvent se déduire directement des 
formules que nous venons de développer. 
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CHAPITRE IL. 


Du mouvement de la Terre autour de son centre. de 
gravité. 


12. Hipparque paraît être le premier, parmi les as- 
tronomes, qui ait remarqué que les étoiles ne sont pas 
fixes, relativement à nous, et que leur position rap- 
portée au plan de l'équateur varie dans les diflérens 
siècles. En comparant ses propres observations à celles 
de Tymocharis, faites 155 ans auparavant, il s'aperçut 
que, dans ce mouvement, leur hauteur au-dessus du 
plan de l'écliptique restait la même, en sorte que 
leurs latitudes n'éta’ent point altérées, tandis que leurs 
longitudes, rapportées à l'équinoxe, augmentaient 
chaque année d’une quantité à peu près constante 
pour toutes les étoiles. Il conclut de là que la sphère 
céleste aun mouvement autour des pôles de l'éclipti- 
que, d'où résultent les changemens observés dans les 
ascensions droites et les déclinaisons des étoiles, et 
l'invariabilité de leurs distances. à ce plan, comme 
l'observation l'indique. Copernic, occupé toute sa vie 
à substituer aux mouvemens apparens des astres, 
leurs mouvemens réels et à redresser des erreurs nées 
des illusions de nos sens et d’un sentiment exa- 
géré de notre importance, reconnut que les mêmes 
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phéuomèmes pouvaient s'expliquer en supposant 
aux pôles de la Terre un mouvement circulaire 
de rotation autour des pôles de léchiptique. Pen- 
dant ce mouvement, l'inclinaison de léquateur à 
l'écliptique reste la même, mais ses nœuds, ou les 
équinoxes, rétrogradent uniformément de 50” envi- 
ron par an, d'où résulte par conséquent un accrois- 
sement égal des longitudes des étoiles rapportées à 
ces points. C'est en cela que consiste le phénomène 
désigné sous nom de la précession des équinoxes. 

L'hypothèse de Copernic suffirait donc pour expli- 
quer de la manière la plus simple les variations ob- 
servées par Hipparque dans la position des étoiles, 
et confirmées par tous les astronomes qui sont venus 
après lui. Mais les rapides progrès de l’Astronomie 
depuis l'invention des lunettes firent bientôt décou- 
vrir de nouveaux phénomènes dans ces variations; il 
fallut, pour les expliquer, supposer divers mouve- 
mens à l'axe de la Terre, et c'est ainsi que Bradley 
fut conduit à la connaissance de leurs véritables 
lois. 

Ce grand astronome, par la précision de ses obser- 
vations, reconnut dans la position des étoiles une va- 
riation annuelle qu'il suivit pendant une période de 
dix-huit années, après laquelle elles lui semblèrent 
revenir à Ja même position. La coïncidence de cette 
période avec celle du mouvement des nœuds de la 
Lune lui fit penser que l'axe de la Terre avait, 
par rapport aux étoiles, un mouvement périodique 
dépendant de la longitude de ces nœuds; et pour 
représenter en conséquence le vrai mouvement de 
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Faxe terrestre, il suppose que l'extrémité de cet axe 
prolongé jusqu'au ciel, se meut sur la circonfé- 
rence d'une petite ellipse tangente à la sphère cé- 
leste, et dont le centre, qu'on peut regarder comme 
le lieu moyen du pôle de l'équateur, est situé sur un 
petit cercle de la sphère parallèle à l'échiptique , 
et décrit annuellement d'un mouvement uniforme 
un arc de 63” sur ce cercle. L'observation fait con- 
naître les dimensions de cette ellipse, et les lois du 
mouvement du pôle sur sa circonférence, d'où ré- 
sulte dans l'axe terrestre cette espèce de balancement 
qu'on a nommée sa nutation. 

Ainsi , l'observation devança, sur ce point , la théo- 
rie, et tous les phénomènes qui dépendent des dépla- 
cemens de l'axe dela Terre étaient parfaitement con- 
nus avant qu'on eùt tenté d'en approfondir les causes. 
Képler avait avoué l’inutilité de ses recherches à cet 
égard, et c'est à Newton qu'il était réservé de nous 
montrer comment ils se lient, par la loi de la pesan- 
teur universelle, aux autres phénomènes du mouve- 
ment des corps célestes, avec lesquels, jusque là, ils 
ne semblaient avoir aucun rapport. Il fit plus, il 
essaya den déterminer les lois par la théorie. Consi- 
dérant la Terre comme un sphéroïde renflé à son 
équateur, il la suppose composée d’une sphère dont le 
diamètre est l'axe des pôles, et de l'excès du spheroïde 
terrestre sur celte sphère disposé sous la forme d’un 
anneau autour de son équateur: I regarde ensuite 
chaque molécule de cet anneau comme un astre adhé- 
rent à la Terre et qui fait sa révolution autour d'elle 
en vingt-quatre heures, et de là il conclut que l'ac- 
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tion du Soleil sur chacun de ces astres, et par con- 
séquent sur l'anneau entier, devait produire le même 
effet que celui qu'il produit sur la Lune, et faire ré- 
trograder les nœuds de son orbite sur le plan de l'é- 
cliptique. Le mouvement rétrograde se communique 
à la Terre entière, à cause de l’adhérence de l'anneau 
à la sphère qu'il entoure, et il s’ensuit que l'intersec- 
tion de l'équateur terrestre et de l'écliptique, ou la 
ligne des équinoxes, doit avoir, par l’action du Soleil, 
un mouvement rétrograde comme les observations 
l'indiquent; mais, quelque ingénieux que soit cet 
aperçu, il y avait encore loin de là à une théorie ap- 
profondie et complete deslois du mouvement de l'axe 
terrestre. Newton lui-même se trompa en voulant 
les en déduire par des considérations purement ra- 
tionnelles, et l'analyse, ce puissant auxiliaire de 
l'esprit humain, pouvait seule montrer,dans cette ques- 
tion délicate, l'accord parfait de la théorie et de l'ob- 
servation ; mais il fallait auparavant en reculer les 
limites. D'Alembert eut la gloire d'y réussir, et la so- 
lution qu'il donna le premier du problème de la pré- 
cession des équinoxes doit être regardée comme une 
des plus belles conceptions de son génie inventif, si 
l'on considère l'insuffisance des moyens qu'offraient 
alors pour cet objet l'Analyse et la Mécanique. 
D'Alembert explique par la théorie les divers 
mouvemens de l'axe terrestre, par rapport aux étoiles, 
et montre que la nutation observée par Bradley en 
est une conséquence immédiate. I} détermine le rap- 
port exact des deux axes de la petite ellipse que décrit 
le pôle, et la loi de son mouvement sur son el- 
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lipse. En comparant ensuite ses expressions de Ja 
nutation et de la précession aux observations, il en 
conclut le rapport de la masse de la Lune à celle du 
Soleil ; mais il observe, en mème temps, qu'il suffi- 
rait d'un très petit changement dans ce rapporti, pour 
altérer considérablement les lois de ces phénomènes. 
Enfin, il donne, d'après les mêmes expressions, la 
loi de décroissement de densité des couches de la Terre 
et détermine son cllipticité. 

Tels sont les principaux résultats de la théorie éta- 
blie par d'Alembert. L’Analyse , ense perfectionnant, 
a depuis permis de la présenter d’une manière plus 
simple et de l’étendre à des points qui n’avaient point 
été abordés par ce géomètre. 

Le premier de tous, par son importance‘, est la dé- 
termination des mouvemens de l'axe instantané de ro- 
tation de la Terre dans l'intérieur du globe. Cette ques- 
tion , comme il est aisé de le concevoir, est pour le 
moins aussi intéressante pour nous que celle qui a 
pour but de déterminer les mouvemens de cet axe, par 
rapport aux étoiles, la seule dont d’Alembert sc soit 
occupé. En effet, si l'axe de rotation variait dans l'inté- 
rieur de la Terre, chacun de cesmouvemens déplace- 
rait son équateur, et toutes les latitudes géographiques 
en seraient, à la longue, sensiblement altérées jil y a 
plus, les mers, troublées dans leur équilibre, sui- 
vraient les mouvemens de l'équateur , et descendant 
vers la partie de la Terre qui s’est abaissée sous elles, 
laisseraient dans la partie opposée de nouvelles ré- 
gions à découvert. Les observations, il est vrai, 
montrent bien que l'axe terrestre west soumis à au- 
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cune variation sensible dans l'intervalle d’un jour et 
même de plusieurs années; maïs s'il était sujet à 
quelque inégalité à longue période du genre de celles 
que nous avons nommées inégalités séculaires, les ob- 
servations astronomiques, qui ne comprennent encore 
qu'un assez court intervalle de temps, ne suffiraient 
pas. pour rassurer sur les conséquences de ces varia- 
tions, et ne sauraient rien nous apprendre sur leur 
marche. C’est donc à la théorie seule qu'il était ré- 
servé d'éclairer cette grande question , et M. Poisson 
est le premier qui l'ait traitée avec tout le soin que 
son importance exigeait. 

Il a montré, par une savante analyse, que l'action 
du Soleil et de la Lune n’introduisait dans l’expres- 
sion des variables qui fixent la position de l’axe ter- 
restre dans l'intérieur du globe, aucune inégalité à 
longue période que la suite des siècles puisse ren- 
dre sensible, même lorsqu'on a égard à la seconde 
puissance des forces perturbatrices. Ilen est de même 
de l'expression de la vitesse de rotation de la Terre 
autour de cet axe. Il en résulte que cette vitesse est 
constante, et que les pôles de rotation et l'équateur 
térrestre sont inallérables à la surface de la Terre. 

Nous confirmerons , d’une manière nouvelle, ces 
deux résultats importans ; nous examinerons ensuite 
les mouvemens de laxe terrestre par rapport aux 
étoiles, et nous déduirons des formules exposées dans 
le chapitre précédent, les équations très simples d'où 
dépendent fes lois de sa nutation et de la précession 
des équinoxes. 

La durée de l’année, qui se mesure par le retour 
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du Soleil au même équinoxe ou au même tropique, 
serait constante si le mouvement des équinoxes était 
uniforme, mais ses inégalités doivent le faire varier 
dans les différens siècles. Cette longueur est plus 
courte lorsque le mouvement s'accélère ; c’est ce qui 
arrive actuellement, et la durée de l’année tropique 
est de nos jours moindre d'environ 10" qu'au temps 
d'Hipparque. La même cause, jainte aux variations 
de l’obliquité de l’écliptique et de la précession des 
équinoxes, introduit des inégalités dans la durée 
du jour moyen solaire, et lcur détermination serait 
importante si elles pouvaient devenir sensibles, parce 
que toutes les tables astronomiques étant calculées 
dans l'hypothèse d’un jour moyen constant, les lon- 
gitudes et les latitudes qu’on en déduirait ne s'ac- 
corderaient bientôt plus avec celles qui résultent de 
l'observation directe. Il était donc important de s'as- 
surer par la théorie de l’invariabilité du jour moyen 
solaire, et nous verrons, en effet, que ces inégalités 
ne s'élevant pas à quelques secondes en plusieurs 
millions de siècles, leur considération est à peu près 
inutile aux astronomes. 

Enfin, pour compléter l'exposition analytique des 
phénomènes de la précession et de la nutation , nous 
réduirons en nombres les formules qui les déter- 
minent, en employant les données les plus exactes 
que nous ayons sur les masses des planètes, et nous 
les comparerons ensuite à quelques observations 
anciennes, qui, par leur accord avec les résultats de 
ces formules, montreront la précision de la théorie. 

Les phénomènes de la précession et de la nuta- 
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tion dépendant de la figure et de la constitution du 
sphéroïde terrestre, il en résulte qu’on peut, au 
moyen de l'observation de ces phénomènes, établir 
le rapport qui doit exister entre les lois de la den- 
sité et de l’ellipticité des couches de la Terre. On 
verra que l'ellipticité qui en résulte s'accorde très 
bien avec celle qu'on a conclue des observations du 
pendule à différentes latitudes et des autres phéno- 
mènes qui en dépendent. Les lois de la précession in- 
diquent de?plus une diminution dans la densité des 
couches du sphéroïde terrestre , en allant du centre 
à la surface; résultat qui s'accorde avec les expé- 
riences de Cavendish , sur l'attraction des montagnes, 
et avec les principes de l'hydrostatique qui exigent 
que si la Terre est supposée avoir été originairement 
fluide, les parties les plus denses soient en même 
temps les plus rapprochées de son centre. L’admirable 
concordance de tous ces phénomènes si étrangers l’un 
à l’autre, montre évidemment qu'ils ont tous pour 
principe la mème cause, et l'on doit la regarder comme 
la preuve la plus irrécusable de la loi de la pesanteur 
universelle. 

15. Pour traiter dans toute sa généralité la question 
du mouvement de la Terre autour de son centre de gra- 
vité, nous supposerons d’abord qu'aucune force accé- 
lératrice ne trouble le mouvement de rotation résul- 
tant de l'impulsion primitive qu’elle a reçue, et nous 
verrons quelles ont dù être, dans ce cas, les cir- 
constances initiales du mouvement, pour que les ré- 
sultats de la théorie s'accordent avec les phénomènes 
observés. Nous considérerons ensuite l’action pertur- 


RER) a  f* 


= af 


PP 


206 THÉORIE ANALYTIQUE 


batrice du Soleil et de la Lune, et nous détermine- 
rons les altérations qu'elle doit produire dans les 
mouvemens de l'axe de rotation de la Terre, soit 
dans l'intérieur du sphéroïde, soit relativement aux 
étoiles. 

Les intégrales (d), n° 5, s'appliquent évidemment 
au Cas que nous allons considérer, et les résultats qui 
s’y rapportent pourraient s’en tirer directement; mais 
il est plus simple de les déduire des équations diffé- 
rentielles dont ces intégrales dérivent. Reprenons 
donc les trois équations (A); en faisant abstraction 
des forces perturbatrices, c'est-à-dire en regardant 
comme nuls leurs seconds membres, on aura 


Adp + (C — B).gr.dt —0, 
Bdg + (A — C).rp.dt = 0, (a) 
Cdr +- (B —A).pq.dt = 0. 


L'axe instantané de rotation de la Terre s'éloignant 
toujours très peu de son troisième axe principal, 
comme les observations l'indiquent , p et 4 sont de 
très petites quantités dont on peut, sans erreur sen- 
sible, négliger le produit dans la dernière des équa- 
tions précédentes , ce qui d’ailleurs est d'autant plus 
permis, que la figure de la Terre étant à très peu 
près celle d'un sphéroïde de révolution, la différence 
B — A des deux momens d'inertie B et A est aussi 
une fort petite quantité. (Cette équation se réduit 
ainsi à dr = o, d'où Fon tire r—7, n étant une 
constante qui représente la vitesse moyenne angu- 
laire de rotation de la Terre autour de son troisième 
axe principal. Si l'on substitue cette valeur dans les 
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deux premières équations (a), on aura 
Adp+(C—B).ng.dt=0o, Bdy+(A—C).np.dt=0. 


On satisfait à ces deux équations, n° 34, livre I", en 
prenant 


p=K.sin (n't 6), qg—1K.cos(n't+e), 


K et e étant deux constantes arbitraires, et 7! et i 
deux quantités données par les équations 


(CAC) (A—C.A À 


LEP prEN 
ds” AB (B—C).B 


Déterminons les mouvemens de l’axe de rotation 
dans l’espace. La seconde des équations (a) du n° 1, 
donne 


Z = q sing — p cos Q. 


Si l’on néglige, comme nous le faisons , les quantités 
très petites du second ordre, par rapport à p et à q, 
il suffira de substituer pour @, dans cette équation, 
sa valeur indépendante de ces quantités. La première 
des équations (a) donne, dans ce cas, dp=ndt, et 
par conséquent p= ntl, l étant une constante 
arbitraire. L’équation précédente , en y mettant pour 
p et gq leurs valeurs, deviendra donc 


PED sinfini) FÉÈED sinatria) 5 


d’où l’on tire, en intégrant, 
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`i r) -cos(ré+n te) un À ec 25 -n't4l-i); 


=+ 
2.(n — 
h étant une constante arbitraire. 

Il suit de cette analyse, que si la constante K avait 
une valeur sensible, les pôles feraient à la surface de 
la Terre des oscillations d’une étendue arbitraire, 
dont la période dépendrait des momens d'inertie du 
sphéroïde terrestre, et serait, d’après les données que 
l'on a sur les valeurs de À, B, C, d'environ deux 
années. L’angle 8 changerait aussi de valeur durant 
cet espace de temps; il aurait de plus des inégalités 
dépendantes de langle nt, c’est-à-dire qu'il varierait 
même dans le court intervalle d’une journée : or, les 
observations les plus précises n'ayant jamais fait 
apercevoir dans la hauteur du pôle aucune varia- 
tion de ce genre, il en faut conclure que K est insen- 
sible, et que, par conséquent, on peut supposer 
que les oscillations de l’axe terrestre qui dépendent 
de l’état initial du mouvement sont depuis long-temps 
anéanties, et qu'il ne subsiste maintenant que celles 
qui ont une cause permanente. 

14. Comme les valeurs que nous avons trouvées, 
n° 34, livre I”, pour pet g, ne sont qu'approchées, il 
pourrait rester quelque doute sur l'exactitude du résul- 
tat précédent ; mais il est facile de la démontrer d'une 
manière tout-à-fait rigoureuse par les considérations 
suivantes. En intégrant directement les équations 
(a), nous avons obtenu, n° 35, livre I“, ces deux in- 
tégrales , 


Ap’ B+ Cr= h, Ap t Bg Cr = A. 


DU SYSTÈME DU MONDE. 209 


Si, après avoir multiplié la première par C, on la re- 
tranche de la seconde, on aura 


A.(C—A).p+B.(C—B).7 =D", (m) 


en représentant, pour abréger, par D* la quantité 
constante Ch — Å’. 

On voit, par cette équation , que si les valeurs de 
p et q sont supposées très petites à un instant quel- 
congue, la constante du second membre sera aussi 
très petite; les quantités p et g demeureront donc 
toujours peu considérables, puisque chacune d'elles 
sera moindre que la constante D. Par conséquent, si 
ces quantités nont que des valeurs inappréciables , 
comme cela a lieu à l’époque où nous sommes, on 
peut être assuré qu'elles resteront éternellement in- 
sensibles; on aura, dans tous les temps, 


D 
1< Vi 


et laxe de rotation de la Terre coïncidera toujours à 
très peu près avec son troisième axe principal. 

Ce résultat suppose tous les termes du premicr 
membre de l'équation (m) de même signe, ce qui 
exige que C soit le plus grand ou le plus petit des 
momens d'inertie relatifs aux axes principaux qui se 
croisent au centre de gravité du corps. C'est, en effet, 
ce qui a lieu pour la Terre , sa figure étant celle d’un 
sphéroïde aplati vers ses pôles, l'axe autour duquel 
elle semble tourner, à très peu près, est le plus pe- 
tit de ses trois axes principaux, ct par conséquent 
celui auquel se rapporte le plus grand moment d'iner- 
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tie. Dans le cas contraire, on ne pourrait rien con- 
clure de l'équation (m) relativement aux quantités 
p et q; mais on voit aussi qu'alors les sinus et co- 
sinus que renferment les valeurs de p et g se changent 
en exponentielles; elles pourraient donc croître in- 
définiment avec le temps, et l'équilibre du globe ter- 
restre en serait à la longue entièrement bouleversé. 
Nous n'aurons donc plus à nous occuper désor- 
mais que de l’action des forces perturbatrices sur le 
sphéroïde terrestre : nous examinerons dans les cha- 
pitres suivans leur influence sur les déplacemens des 
pôles à la surface de la Terre, sur les variations de 
sa vitesse de rotation, et enfin sur les mouvemens de 
ses axes principaux autour du centre de gravité. Ces 
différentes questions renferment des résultats extré- 
mement importans pour la théorie du sysième du 
monde. Des deux premières dépendent la permanence 
des latitudes géographiques; l’invariabilité du jour 
sidéral, cette donnée si précieuse pour tous les cal- 
culs astronomiques; enfin, la stabilité même de 
univers. La dernière comprend tous les phéno- 
mènes relatifs aux mouvemens de l'équateur, par 
rapport aux étoiles, c'est-à-dire la précession des 
équinoxes et la nutation de l'axe de rotation de la 
Terre. On verra la solution de ces questions, qui 
avait exigé jusqu'ici tous les efforts de l'analyse la 
plus compliquée, résulter de la manière la plus simple 
et la plus complète des formules générales que nous 
avons développées dans le chapitre précédent; ces for- 
mules, comme nous l'avons dit, s'appliquent égale- 
ment au mouvement de la Lune troublé par l'ac- 
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tion de la Terre ; mais les conséquences que nous 
allons en tirer ne doivent pas s'étendre à cet astre, à 
cause du rapport commensurable qui existe entre le 
moyen mouvement de rotation de la Lune et le 
moyen mouvement du centre de la force pertur- 
batrice. 


14. 
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CHAPITRE IV. 


Déplacement des pôles à la surface de la Terre et 
variation de la vitesse de rotation. 


15. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que 
sans l’action du Soleil et de la Lune, la Terre tourne- 
rait rigoureusement autour de son troisième axe prin- 
cipal, en sorte que les écarts de l'axe instantané de 
rotation ne peuvent être attribués qu’à l’action des 
forces perturbatrices. Cette hypothèse est fondée sur 
les résultats du chapitre précédent, où nous avons dé- 
montré que les oscillations de l'axe de rotation de 
la Terre, dues à l’état initial du mouvement, demeu- 
reront toujours insensibles. 

Il suit de là que les quantités p et g sont de l’ordre 
des forces perturbatrices , puisque la fonction 
VEF 
VEFrTE” 
par laxe instantané avec le troisième axe principal, 

doit ètre nulle en même temps qu'elles. 

Cela posé, la troisième équation (C), n° 2, donne, 
en l'intégrant eten négligeantles quantités de cet ordre, 

=n. La constante 7 exprime, aux quantités près 
du premier ordre, la vitesse de rotation de la Terre, 


, qui exprime le sinus de l'angle formé 
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car cette vitesse est égale à Vp? Fg" F r°, qui ne dit- 
fère de r qu'aux quantités près du second ordre. 

Les deux dernières équations (a), n° r, montrentque 
les différentielles dĝ et dẹ sont du même ordre que 
pet q; les angles 6 et 4 sont donc constans quand on 
néglige les quantités du premier ordre. Dans ce cas, 
la première de ces trois équations se réduit à dọ =ndt, 
d'où l’on tire ọ —nt+e, € étant une constante 
arbitraire. 

Les équations (0), n°35, livre I°", qui déterminentla 
position de l'équateur, par rapport au plan principal de 
projection, ou au plan qui serait invariable sans 
l’action des forces perturbatrices, donnent 
By ; 


sin 8,cos?, = — — 


AUS ab À 
sin 9, sm 0, = — z? 


Ap 
Fa , 
on tire de là 

. Ap* + Bg’ 

sn IAE LEE, 

ra 

L'angle 8, représente l'inclinaison de l'équateur sur 
le plan principal de projection : cet angle est, comme 
on voit, de Tordre des forces perturbatrices ; on 
pourra donc le supposer nul, lorsqu'on néglige les 


quantités de cet ordre, et l’on aura alors, n° 36, 
livre [°, 


== LVL =, p= — y4,, 


ce qui doit, en effet, résulter de la coïncidence de 
l'équateur et du plan principal de projection. 
16. Reprenons maintenant l'équation (m) à laquelle 
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nous SOMMES parvenus n° 14, savoir : 
A.(A—C).p+B.(B—0.g—#%— Ch. (m) 


Cette équation étant une intégrale première des 
équations (a), doit encore subsister dans le cas où 
l'on a égard aux forces perturbatrices. Si on la diffé- 
rencie en y traitant & et À comme variables, on 
aura 


A.(A—C).pdp+B.(B—C).gdg=kdk—;.Cdh. 


Pour abréger, faisons 4*— Ch = 2K; en différen- 
ciant et en substituant pour dk et dh leurs valeurs, 
on aura 


dK = (k. $ —Cud'V) de. (n) 


Si l'on néglige les quantités du second ordre, par 
rapport aux forces perturbatrices, et qu'on regarde 
V comme une fonction donnée des variables ?, 4, 
8, il suffira, dans l'équation précédente, de substi- 
tuer dans V, qui est déjà du premier ordre, pour 
®, L, 8, leurs valeurs indépendantes des forces per- 
turbatrices; on pourra donc mettre @,-=#}, à la place 
deg, et æ et y à la place de“ et de b. Or, on voit, d'a- 
près les valeurs de 9, etde}, données n° 35, livre I‘, 
que la différence @,— y, est égale à la constante g 
augmentée d’une certaine fonction dep, g , r, h, k; 
et comme les valeurs de p, g, r ne renferment aucune 
des trois constantes 4, y, g, il s'ensuit qu'on aura 
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D'ailleurs , en négligeant les forces perturbatrices, on 
2a p—nt+e; par conséquent, 


Quant à la constante k qui multiplie une quantité 
du premier ordre dans l'équation (z), nous remarque- 
rons que si l'on néglige les quantités de cet ordre, 
p et g sont nulles, et lon a r= n; l'équation 
k = A°p°  B:9° + C* donne donc, dans ce cas, 
k Cr L'équation (z) deviendra, par la substi- 
tution de ces valeurs, 


MRC — Cd V = 
ndt 


En observant que d'V désigne la différentielle de. V 
prise en ne faisant varier que le temps £ introduit par 
la substitution de la valeur de @, c’est-à-dire qu’au- 
tant qu'il est multiplié par la constante z. 

La quantité K est donc constante, tant qu'on n'a 
égard qu'à la première puissance des forces pertur- 
batrices ; voyons maintenant ce que devient la varia- 
tion dK, lorsqu'on considère le carré de ces forces. 
Dans ce cas, il faut, dans l'équation (n), substituer 
Cn + d'k à la place de k, et V + JV à la place de 

, dk désignant une quantité du premier ordre et 
dV une quantité du second; on aura ainsi, en né- 
gligeant les quantités du troisième ordre, 


K= dk. À di m ta aAa 
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Nous avons trouvé, n° 11, en négligeant les quan- 


tités d’un ordre supérieur au second, 


dv , 


JY =, 


dv ‘dV AN- aa V. dV , 
SLT a a E hr. 


Dans les différences partielles de V, on peut substi- 
tuer nt € à la place de ®, ctregarder +} et 8 comme 
constans; il faut aussi avoir soin, en prenant la diffé- 
rence partielle de d V par rapport à g, de ne point 
faire varier la quantité g introduite par la substitution 
des valeurs de d'h, dl, etc. Si l'on différencie de 


tt LA] t si lo ol a dN ai dV on 
cette manière, et si l'on observe que T Po 
aura évidemment 


d.oV d.oV D y ny 
-one n .d V. 


L'équation (n), en remarquant que d dk= dt 
donnera donc simplement 
= M ADR 
d'où , en intégrant, l’on tire 
K=;.d#. 


La quantité K sera donc toujours une quantité du 
second ordre. L'équation (m), en y substituant cette 
valeur, devient 


A.(A—C).p°+B.(B— C).g=d#. 


Il en résulte que quelques variations qu'éprouvent 
dans la suite des siècles les valeurs de p et de g, ces 
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quantités resteront toujours du même ordre que dA, 
c’est-à-dire de l'ordre des forces perturbatrices, et par 
conséquent insensibles. 

Nous avons prouvé, d’une manitre générale , dans 
le n° 11, que les inégalités séculaires que renferment 
les valeurs de p etg sont de l’ordre des forces pertur- 
batrices; nous voyons ici que dans le cas particulier 
où l'on considère le mouvement de rotation de la 
Terre, toutes les inégalités périodiques que ces quan- 
tités contiennent sont aussi du même ordre, d’où l'on 
doit généralement conclure qu’elles ne peuvent être 
sujettes à aucune espèce d’inégalités qu'un long inter- 
valle de tenips puisse rendre sensibles. 

17. Nous n’avons, il est vrai, considéré dans la va- 
leur de dk que les termes dépendans du carré des 
forces perturbatrices ; mais il est aisé d'étendre la 
même analyse, et les conséquences que nous en avons 
tirées, à toutes les approximations suivantes. En 
effet, désignons en général par dV les termes de la 
valeur de V qui sont de l'ordre i -+ 1, par rapport 
aux forces perturbatrices ; par di}, k les termes du 
même ordre de la valeur de k, en sorte qu'on 
ait 


d. div 
dd',,,k= dg .dt. 


L’équation (7), en ne considérant que les termes 
de l’ordre 14 1, donnera 


dK = Cu. JT. p C.d'.d;V 
dg 
+Ak.d.dik + dik. d. Aik + eak. d. dik 
+ dik.d. dk. . Pipik. d. digk. 
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Il est aisé de prouver, comme nous l'avons fait 
n° 16, que l'on a , généralement, quel que soit i, 


Ca, IY dt = Cd ON. 


à 


L'équation précédente, en vertu de cette relation, 
donnera donc, en l'intégrant , 


K= (dk, dikt dif.di ik. P: akid uk 


On voit que tous lcs termes du second membre 
sont de l'ordre i+-1, que par conséquent la valeur 
de K n’augmente pas par l'intégration, et qu’elle 
reste toujours du même ordre que sa différentielle. 

Concluons donc que laxe de rotation de la Terre 
coïncidera toujours, à très peu près, avec son iroi- 
sième axe principal, et que les pôles et l'équateur 
répondront, dans tous les temps, aux mêmes points 
de sa surface, 

18. Considérons maintenant la vitesse de rotation de 
la Terre; si l'on nomme p cette vitesse, f pdt sera le 
nombre de degrés que décrit dans le temps ê Fun 
quelconque des méridiens du sphéroïde terrestre; il en 
résulte que si f contenait un terme proportionnel au 
temps ż¿, l'intégrale /pdt eu renfermerait un croissant 
comme le carré du temps, et la longueur du jour en 
serait à la longue sensiblement altérée. Il est donc 
extrêmement important d'examiner, avec le plus 
grand soin, la valeur de dp, et de démontrer qu’elle 
ne renferme aucune inégalité séculaire suscepti- 
ble de s'abaisser au premier ordre, par la double 
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intégration que subit cette quantité dans l'expression 


fdtfdr. 

On a, par ce qui précède, 

=V Fr Er 

Nous venons de voir que pet g n'auront jamais de 
valeurs appréciables; la vitesse angulaire de rotation 
de la Terre sera donc toujours, à très peu près, 
égale à r, et si elle subit quelques altérations, elles 
ne proviendront que des variations auxquelles cette 
quantité peut être assujettie. Nous allons donc exa- 
miner quelles sont les inégalités que doit contenir 
lexpression de r. 

Reprenons, pour cela, l'équation 


Ap° + Bg’ -+ Cre =h. 


Si l’on différencie cette équation en y faisant varier 
à la fois les variables et les constantes qu’elle ren- 
ferme, on en tirera 


Apdp + Bqdq + Crdr =} .dh. (p) 


Si l'on néglige les quantités du second ordre par rap- 
port aux forces perturbatrices, les différentielles dp, 
dq, dr étant déjà du premier ordre, on pourra, 
dans cette équation, supprimer les deux premiers 
termes, puisque p et g sont de l’ordre des forces 
perturbatrices ; faire r= n dans le troisième, et subs- 
tituer pour dh sa valeur donnée par la formule (4). 
On aura ainsi 


dr = = d N, (q) 


Cr 
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et dans le second membre, il faudra mettre nt- 6 à 
la place de @, et regarder A et 8 comme des cons- 
tantes. Si l'on suppose donc la fonction V développée 
en série de sinus et de cosinus des multiples de 
l'angle ọ ou de l'angle nt +€, les termes du déve- 
loppement qui ne le renfermeront pas disparaitront 


. 


T. A òV 
par la différenciation dans T la valeur dr ne con- 


tiendra donc que des termes périodiques dépendans 
de l'angle 244€, et par conséquent l'expression de 
r ne renfermera que des inégalités journalières qui 
resteront toujours insensibles et de l'ordre des forces 
perturbatrices. 

19. Voyons maintenant quelles sont les inégalités 
qui peuvent résulter, dans l'expression de la vitesse r, 
de la considération des quantités dépendantes du carré 
des forces perturbatrices. De l'équation (p) on tire 


Crdr = 4. dh — :.d.(Ap* + By). 


Si l'on substitue dans cette équation 7 + dir à la 
place de r, dr étant une quantité du premier ordre 
déterminée par l'intégration de l'équation (q), on 
aura 


d.(Ap°+ Bg°) 


dr =— d'V. JAN +. dh — Cr 


G= C2,3" 
Examinons successivement les différentes inégalités 
que peuvent renfermer chacun des termes de la va- 
Jeur de dr, en rejetant toutes celles qui dépendront 
de l'angle nt +e, puisque nous sommes assurés 
d'avance qu'elles ne peuvent devenir sensibles. 
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Pour que l'angle né+e puisse disparaître dans le 
premier terme de cette valeur , il faut combiner en- 
semble les termes de ses deux facteurs qui renferment 
le même multiple de cet angle. Or, si dans l’expres- 
sion de la fonction V développée en série de cosinus 
dangles proportionnels à @, on considère deux 
termes dépendans du même multiple :® , on aura 


V =H. cós (59 + fig) 4H. cos(ig+ f't+g'), 


H, H’, i, f, f', g, g étant des constantes arbitraires 
dont les deux premières sont de l’ordre des forces per- 
turbatrices. Si l’on substitue zte à la place de, 
on aura 


MT H. sin (intietfté+p)-indt.'.sin(int#ie+ fie), 
SNV= = - TET cos(int-Hitfi ta) H „H'.cos(int+i 4f ttg). 


Si l’on combine ensemble ces deux expressions, on 
aura 


À J _ HE. in’. HH’ ën ( f -f).di ; > Fo 
dV'.faV'= REA. mr .sin[(f'—f j+ — g]: 


en rejetant tous les termes dépendans de l'angle 
ant + 2e dont la période serait à peu près d'un demi- 
jour. 

Les deux termes que nous avons considérés dans 
V produiront donc, dans la valeur de dr, le terme 


HH',.#(f—f).d 
ce. Pere: D. sı iaf” —f). t+g'—g], 


qui nest pas susceptible de s'abaisser au premier 
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ordre, dans la valeur de r; car en l'intégrant, 
on a 


r à 
pus Lis CG EP mn cos UP 5], 
quantité du second ordre, puisque H et I’ sont du 
premier. 

Le premier terme de la valeur de dr ne produit 
donc, dans la vitesse r, aucune inégalité du premier 
ordre indépendante de l'angle nt +6. 

Nous avons fait voir, n° 11, que tous les termes 
de la valeur ‘de dh pouvaient être mis sous cette 
forme : 


d'.(M.fNdt —N .fMdt). 


Soit Hcos (int + ie+ fig) un terme quelconque du 
développement de M, et soit H'cos(int+ie+- f't4-g), 
le terme du développement de N qui contient le 
même multiple de l'angle nt-+e. On aura , en vertu 
de ces deux termes seulement, 


d'AMSNdI-N fMdÿ= Dee _ — cos [(f'= fée" 51 


en rejetant l'inégalité périodique dépendante de l'angle 


Quint 216. 
Il en résultera, dans la valeur de dr, le terme 


HH'i. (f°— f). dt Le 
dr= tiat inp y US —-SN +8 — 6], 


et en intégrant, on aura 
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HH’; ~ 3 ] 
EE mr OS T er À Lau TE 


quantité du même ordre que le produit HIF. 
Enfin, le dernier terme de la valeur de dr étant 
une différentielle exacte, on aura, en l’intégrant, 


pns Ap’ + Bg’ 


r3 
2Cr 7 


quantité du second ordre, puisque p et q sont du 
premier. 

20. On peut conclure de ce qui précède, que si l'on 
néglige les quantités du second ordre , par rapport 
aux forces perturbatrices, l'expression de r ne con- 
tient que des inégalités périodiques dépendantes de 
l'angle nt -+e et de ses multiples: de sorte que si sa 
valeur rigoureuse renferme des termes multipliés 
par les sinus ou les cosinus d'angles croissant avec 
une grande lenteur, leurs coefficiens sont au moins 
du second ordre. La vitesse de rotation de la Terre 
néprouvera donc, dans la suite des temps, que des 
variations du même ordre, et lon pourra toujours 
regarder son mouvement comme uniforme. En effet, 
la vitesse de rotation de la Terre autour de son axe 
instantané étant, n° 1, Vp + q + 7°, l'intégale 
Vp°+q"+r.dt exprimera le nombre de degrés 
décrits par la Terre dans un temps quelconque £; et 
si l’on développe le radical suivant les puissances de 
pet qg, On aura 


[VEFE umfi faits f Edit elor 
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Or, les inégalités séculaires que renferme r étant 
toutes du second ordre, il s'ensuit qu'elles ne peu- 
vent s’abaisser qu’au premier dans la valeur de l'inté- 
grale frdt. De même, puisque les inégalités que 
contiennent p et g sont toutes de l’ordre des forces 
perturbairices, comme nous l'avons démontré n° 16, 


M g’ ET CRE D . 
si & et L renferment des inégalités séculaires , elles 
r 
, . 3 
sont du second ordre et ne pourront s'abaisser qu'au 


3 * 
premier dans les intégrales [Ë . de À SfE 
ii r 


Les inégalités séculaires dont peut être affecté le 
mouvement de rotation de la Terre sont donc toutes 
de l’ordre des forces perturbatrices; on peut, par 
conséquent, en faire abstraction sans erreur sensible, 
et considérer ce mouvement comme parfaitement 
uniforme. 

21. Concluons donc, enfin, que l’action du Soleil et 
de la Lune sur le sphéroïde terrestre ne produira 
jamais dans la position des pôles à sa surface, au- 
cun déplacement appréciable, ni aucune variation 
sensible dans la vitesse et dans l’uniformité de son 
mouvement diurne de rotation; résultats importans 
qui assurent à jamais la stabilité des latitudes terrestres 
et l'invariabilité du jour sidéral. 

On verra, dans le chapitre suivant, que ces mêmes 
astres, qui sont impuissans pour produire aucun dé- 
rangement dans la position de l'axe terrestre dans 
l'intérieur du globe, font varier au contraire, d’une 
manière très sensible , sa position dans l’espace, en 
sorte qu'il ne correspond pas, dans tous les siècles, 
aux mêmes points du ciel; d'où résultent, comme 
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nous l'avons dit, les phénomènes de la nutation et 
de la précession des équinoxes. On peut se rendre 
raison de cette différence, en remarquant que les 
oscillations de laxe instantané de rotation, par 
rapport au troisième axe principal de la Terre, 
dépendent simplement des quantités p et g , tandis 
que les mouvemens de ce dernier axe, par rapport 
aux étoiles, dépendent des angles 8 et qui résul- 
tent, comme on le voit par les équations (a), n° 1, 
d'une double intégration des valeurs différentielles de p 
et g. On conçoit donc comment ces quantités, d’abord 
insensibles, peuvent ensuite devenir considérables 
par les très petits diviseurs que l'intégration leur fait 
acquérir. 


O au OQ O ———— 


Tome H. 15 
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CHAPITRE V. 


Mouvemens de l'axe de rotation de la Terre dans Ves- 
pace , ou nutation de l'axe terrestre et précession 
des équinoxes. 


22. La position , par rapport au plan principal de 
projection, de laxe de rotation de la Terre ou du 
plan qui lui est perpendiculaire, et quon nomme 
l'équateur, dépend des deux angles 8, et 4,, dont 
l'un détermine l'inclinaison de l'équateur sur le plan 
de projection qui serait invariable sans l'action des 
forces perturbatrices, et l’autre, la longitude de son 
nœud, comptée sur ce pla , à partir d'une ligne fixe; 
l'angle ?, détermine la longitude du même nœud, 
comptée sur l'équateur. Lorsque les valeurs des angles 
8,,L,, ®, sont connues, on détermine celles des an- 
gles analogues 8,4, @, qui se rapportent à un plan 
fixe quelconque , au moyen des trois équations sui- 
vantes : 


cos ĝ== cos y cos ,—siny sinb, cos+,, 
š sin f sin a} 
in — a) = ——— " 
s Q ) anba k” 
sin y sin à 
sin Ÿ 


(4) 


a mn 


sin (9, —?)= 


rcin.org.p 
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Pour déterminer les angles 8, et @,, mous avons les 
deux équations 
By , i 
sin 8, cos 0, =~» Sin 8, sing = — +, 
d'où l’on tire 
VAR 


sinb, = z 


L'angle 8, est du même ordre que les déplacemens 
des pôles à la surface de la Terre, et si l’on fait abs- 
traction des forces perturbatrices, on aura 8 —0, et 
les trois équations (2) donneront 


EE d=a, p= e 


Ainsi donc, sans l’action des forces perturbatrices, 
l'inclinaison 6 de l’équateur sur le plan fixe serait 
constante, et la longitude 4} de'son nœud ne chan- 
gerait pas; mais l'attraction du Soleil et de la Lune 
sur le sphéroïde terrestre fait varier d’une manière 
très lente les angles 8 et 4, et ce sont ces variations 
qui constituent le phénomène de la nutation de l’axe 
terrestre et de la précession des équinoxes. 

Dans les recherches qui ont pour objet la détermi- 
nation des mouvemens de l'axe de rotation de la 
Terre, on a coutume de négliger les carrés et les 
puissances supérieures des forces perturbatrices ; il 
suffit, dans ce cas, de conserver dans les valeurs de 
8 et de 4 les termes dépendans de la première puis- 
sance de ces forces. Or, puisque 8, est du premier 
ordre ,: on aura d'abord cos 8 = 1, et ensuite, en 


nor 


= g 
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vertu des équations (0), n° 35, livre I°”, 


: : Bq si s 
sin ô, sin 4, = sin 8, sin (p, — p) = Tep a AESA 


k À "oi 
sinê, cos{,—sin 8, cos (p, —ọ)=-— By me de Se, 


En substituant ces valeurs dans les deux premières 
équations (A), on aura 


cos = cos 3 EENT cos ® + Apsin @), 
Si a Le Bg grine Ap cos (2 


La première de ces expressions, en négligeant les 
quantités du second ordre, peut s'écrire ainsi, 


cos 0, = cos (y — LEE EP NO), 


on aura donc, aux quantités près de cet ordre, 


Bg cos ? $ Àp sin ọ 


7 


b =7 — 
Uag + PSS slt p 


ksme 


Nous avons vu, n° 15, que lorsqu'on néglige le 
carré des forces perturbatrices, on a 


T dV CE dV dV __ dV 
E Mr noi: À de dọ 


Que l’on substitue ces valeurs, et qu’on fasse de plus 
k = Cn dans les deux dernières formules (Q) du n° 9, 
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on aura 
] _ cos b.di av dt dV 
HT Grsine de Cn.sins' di? 
dt dv 
da = Ag 


Cn.sind de’ 


formules qui ont sur celles du numéro cité, l'avantage 
d'employer la quantité V sous la forme où elle est 
donnée immédiatement, c’est-à-dire en fonction des 
variables @ , 4, 8. 

Différencions maintenant les expressions précé- 
dentes de 8, et de +,, substituons pour dy et da 
leurs valeurs, et faisons Æ — Cnr dans les termes qui 
sont du premier ordre par rapport aux forces per- 
turbatrices ; nous aurons 


a cosô. dé dV dt dV 
iora RONN rea 
d. (Ap sin ọ + Bg cos @) 


d 


Cr (3. 
ERN dt dV__d:(Apcose — Bg sino) 
M ‘Cn.sind d3 Cn.sinë - 


23. Ces formules serviront à déterminer les valeurs 
des angles 8 et 4 qui fixent la position de l'équateur 
terrestre, par rapport à un plan fixe quelconque. Elles 
s'appliquent également à tous les corps célestes, 
et l’on en peut faire usage dans la théorie de la 
Lune. On voit qu’elles dérivent naturellement des 
formules du mouvement de rotation qui n’est troublé 
par l’action d'aucune force étrangère, en supposant 
variables les constantes que ces formules renferment, 
et en déterminant leurs variations conformément aux 
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principes généraux de la variation des constantes ar- 
bitraires. On peut d’ailleurs déduire fort simple- 
ment les équations (/) des équations différentielles 
(C) du mouvement troublé. En effet, si l'on multi- 
plie la première par sin @, et qu'on l’ajoute à la se- 
conde multipliée par cos @, qu'on multiplie ensuite 
les mêmes équations, la première par cos @, la se- 
conde par sin ®, et qu’on les retranche l’une de l'autre, 
on aura les deux équations suivantes : 


Adp sin p+Bdq cosp+(Ap cosg-Bq sin @).rdi+-Cr.(singgdt-cos@ pdt) 
side av di dv 
sing ` dọ sind dj" 
A:lp cos @—Bug sin g-(Ap sin p-+Bq coso). rdt+Cr. (cos pgdt-}sin @ pdt) 
si dé dV 
sine” de” 

Si l'on néglige les carrés des forces perturbatrices, 
on peut supposer r= 7 et rdt=— dọ dans ces équa- 
tions, en observant, de plus, qu’en vertu des for- 
mules (a), n° 1, on a 


sin Q. gdt — cos p.pdt = d), 
cos @.qdt + sin @.pdt = sin b.d}. 


On voit qu'elles sont identiques avec les équations 
(l), auxquelles nous sommes parvenus par une ana- 
lyse moins directe, mais qui nous a servi à démon- 
trer l’invariabilité des pôles à la surface de la Terre, 
et qui nous sera encore utile pour réduire, dans ce 
cas, ces formules à une forme plus simple. 

24. Eneffet, tous les termes des valeurs de d9 et d4 
sontinsensibles en eux-mêmes, puisqu'ils sont de l’ordre 
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des forces perturbatrices ; maisil se peut que quelques- 
uns d’entre eux deviennent sensibles dans les valeurs 
de 8 et 4, soit parce qu'ils s’y trouveront multipliés 
par le temps £ hors des signes sinus et cosinus , soit 
à cause des petits diviseurs que l'intégration leur fera 
acquérir. C'est donc à ces termes seuls qu'il faut 
avoir égard, et l'on peut rejeter tous les autres des 
valeurs de dô et de d4}. Or, il est évident que l’on 
doit supprimer d'abord la partie de ces valeurs qui est 
une diflérence exacte, parce que les termes qui la com- 
posent sont encore après l'intégration de l’ordre des 
quantités p et g, et par conséquent insensibles. Si l’on 
substitue ensuite, dans la fonction V, qui est du pre- 
mier ordre, à la place de @, sa valeur nt+-e, indé- 
pendante des forces perturbatrices, il faudra rejeter 
des valeurs de d9 et de da} tous les termes qui dépen- 
dront des sinus et des cosinus de cet angle, puis- 
qu'il n’en résulterait daus ÿ et 4 que des inégalités 
dépendantes du mouvement diurne de la Terre, et 
qui, par conséquent, seront toujours inappréciables. 
Supposons donc qu’on ait développé la fonction V 
eu une série de sinus et de cosinus de l'angle @ et de 
ses multiples ; soit F le premier terme du dévelop- 
pement, ou la partie indépendante de l'angle ®, on 
pourra substituer F à la place de V dans les expres- 
sions de d9 et de d{4, ce qui les réduit, en sup- 
primant en outre les différentielles exactes, à 


dt dF 
d = Gn.sinð ` dY er 
j di dE (mn), 
{= 7 Cn.sin di 
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Ces formules, les plus simples que l'on puisse em- 
ployer pour déterminer la nutation de l'axe terrestre 
et la précession des équinoxes, sont dues à M. Poisson. 
Elles dérivent directement, comme on voit, de la 
discussion des formules (P) du n° 7, de sorte 
que les lois des mouvemens de l’axe de la Terre , soit 
dans l’intérieur du globe, soit par rapport aux étoiles, 
sont toutes contenues dans ces formules. 

25. Pour développer les équations (m), reprenons 
la valeur de V du n° 1, nous aurons 

M eai an a 2 —" = be ua 
VE + On + — 5)" 

x', Y', 3! étant les coordonnées de l'astre L relatives 
aux trois axes principaux qui se croisent au centre de 
gravité de la Terre, x,y, z les coordonnées de lélé- 
ment dm rapportées aux mêmes axes ; enfin, le signe 
intégral S étant relatif à la molécule dm et à ses coor- 
données, et devant s'étendre à la masse entière de la 
Terre. 

Si dans cette expression on fait, pour abréger, 


x” +7“ = gt nis x’ + 7° -j= z? = A 
on aura 


SE M le t 20 ot RP En 
VE 2. (xx + yy Far) +r] 


Les distances des centres des forces perturbatrices au 
centre de la Terre étant fort grandes, relativement 
aux dimensions de cette planète, il en résulte qu’on 
peut réduire la fonction V en une série très conver- 
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gente, en la développant suivant les puissances des- 
cendantes de 7”. Si l’on observe en outre que les six 
intégrales Sxdm, Sydm, Szdm, Sxydm, Sxzdm, 
Syzdm sont nulles par les propriétés du centre de 
gravité et des axes principaux, on aura, de cette ma- 
nière , 


V=2.s S:dne 1% -—,S.r°dm 


3. Lors .S.x*dm+7".S.y"dm+3z".$S.z3dm). 


Nous ometions, comme on le fait ordinairement, 
les termes de ce développement qui dépendent du 
produit de trois ou d’un plus grand nombre de di- 
mensions en £, Y, 3, lesquels termes sont du même 
ordre que le cube et les puissances supérieures du rap- 


port z, , C'est-à-dire de la parallaxe de lastre L : de 


sorte que, relativement aux puissances de cette pa- 
rallaxe , l'approximation suivante est bornée au carré 
inclusivement. 

Nous avons désigné par A, B, C les trois momens 
d'inertie principaux du sphéroïde terrestre respecti- 
vement relatifs aux axes des x, des y et des z; on 
aura donc 


S.(y°+27).dm—A, S.(x°+2°).dm=B, S.(x*+7*).dm=C, 


d’où l’on tire 


3+ C—A A+C—B 
S a, + -, Sy'dm= + — ; 
2 2 
pe 
Soz dm= PR 
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La fonction V deviendra donc, en y substituant ces 
valeurs , 
__ mL’ I 


v= — p ABO 


+ Fe [æ"*.(B4C-A)+7”°.(A++C-B)-+z”.(A-+B-C)]. 


Pour introduire, dans cette expression, les angles 
®,4,0, il faut transformer les coordonnées <x', 7’, 
z de astre L, en trois autres x, y, z relatives à des 
axes fixes. Nous prendrons , pour plan fixe des x, y, 
le plan de l'écliptique à une époque déterminée; 
l'angle 8 sera, par conséquent, l'inclinaison variable 
de l’équateur sur l'écliptique, l'angle 4 la longitude 
de l'intersection de ces deux plans, ou de la ligne 
mobile des équinoxes, et ọ langle compris entre 
cette intersection et laxe principal des x; on aura, 
par les formules du n° 2, 


a'—{x cosŸ-v sind). cosp+-[(xsind—Hvcosd)cost-zsine].sing, 
T'=(x sind-x cos | ).sing + [(xsin] +Y cosf) cosË-zsin0].cos?, 
z —(xsind+vccs).sin +7 cos 6. 


Avant de substituer ces valeurs dans l'expression 
de V, remarquons que le rayon vecteur 7’ de l'astre L 
doit être indépendant des angles ®, 4, 8: les termes 
qui ne contiendront que ce rayon vecteur disparai- 
tront donc dans les valeurs des différences partielles 
de la fonction V relatives à ces angles; on peut donc 
les supprimer d'avance et donner à l'expression de V 
cette forme 
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V=— À}. (A2 + By Cz”). 


Si l'on élève au carré les valeurs de x’, y’, z', et qu’on 
les substitue dans cette équation, en faisant, pour 
abréger, 


x’ =x cos 4 — Ysin +, y'= xsin 4-4 y cos À, 
eten observant que la relation 2” -4 y” -+ 2° = r° 
donne 

x^- (x cos 0— z sin 0) =r”? — (x'sin 8z cos b)°, 


on aura 


V=- a- B). { [x'”—(x'cos8-z sin 6)*].cos20+2x'.(x'cosb-zsin’).sin29} 
4 
3L 


+ r>" 


(A-+B—2C). (x sin 8z cos 6)’. 

Si l'on rejette les termes dépendans de l'angle ọ, la 
fonction V se change dans la fonction que nous 
avons désignée par F; on aura donc simplement 


F = 7 (A + B— 2C).(v'sin 8 zcos 8}. 


En différenciant cette expression, on formera les 


PE!!! dF : 
valeurs des quantités Fe et z qui entrent dans les 


formules (m); mais pour rendre possible l’intégra- 
tion de ces formules , il sera nécessaire d'exprimer les 
coordonnées x, Y, z, de l’astre L, en fonction du 
temps é. 
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Pour cela, nommons y l’inclinaison du plan 
de l'orbite que décrit l'astre L dans son mouve- 
ment autour de la Terre sur le plan des xy ou sur 
l'écliptique fixe; soient de plus à la longitude de son 
nœud et v la longitude de son rayon vecteur comp- 
tées sur le même plan à partir de l'axe des x; en 
désignant par s’ la latitude, on aura 


x==r".cose".coss’, y= .sinv coss, z=—=7".sins’. 


On a d'ailleurs tang s'== tangy .sin (v’—a); en obser- 
vant donc que y est généralement un très petit angle 
dont on peut négliger les puissances supérieures à la 
seconde, on trouvera 


x = cos”. V 1-7" .sin" (v'a), yr sino. Vip sin (om), z=ry.sin(v"-1) 


on tire de là 


x'=s"cos(s/ +). V 1-y^sin" (v-a), v'=rsin(s" +4) V 1-y°.sin°\v -a), 


et au moyen de ces valeurs , on trouve 


(sin 8+ = . cost) =sin*3.sia"(s” +J)-ay.sin$.cosf.sin(u/ 4) sinfe’ 
+" .sin*(s"-æ).[cos’é-sin".sin"(s"+4)]. 


Si l’on substitue cette valeur dans l'expression de 
F, qu'on remplaceensuite 7’ et v’ par leurs valeurs re- 
latives au mouvement elliptique de l'astre L, et dé- 
veloppées en séries de sinus et de cosinus des multiples 
de son moyen mouvement mt, il sera facile de réduire 


en séries semblables la valeur de F, et par suite celles 


dF dF A D 3 
de g €t de PE les expressions différentielles de 8 et 
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se trouveront donc développées en une suite de 
termes dont chacun sera intégrable séparément. 
Soient e l’excentricité de l'orbite de L, et a sa 
moyenne distance à la Terre; désignons par e et w 
les longitudes de l’époque et du périhélie, comptées 
de la même origine que 4; on aura, par les for- 
mules du mouvement elliptique, n° 25, livre IF, 


, 
go 


-= 1 p ieme, co(mi4 e —u)— {e° cos2(mt +i —a) tete.. 
a 


v= mt + 64 2e. Sin(niétee — 0) 4} A. sina(mt4+i—o). ... 
— t}. y’. sin me Mar -+ etc. 


.. 


L'excentricité de l'orbite de L et son inclinaison sur 
l'écliptique fixe étant toujours peu considérables, e 
et y sont de très petites quantités; nous négligerons en 
conséquence le carré de la première et le cube de la 
seconde, ainsi que leurs produits de trois dimensions. 
Nous observerons, de plus, que les termes de la va- 
leur de V qui dépendent du mouvement de l'astre L 
dans son orbite, ne produisant dans les valeurs de 4 
et de 4 que des inégalités périodiques qui sont né- 
cessairement très petites, comme les observations 
l'indiquent, on peut n'avoir égard qu'aux plus 
considérables d’entre elles; en conséquence, nous 
ne considérerons parmi ces termes que ceux qui sont 
indépendans de l’excentricité e et de l'inclinaison y. 
Cela posé, il est facile de se convaincre qu'il suffira de 
faire dans l'expression de V 

(4 


r=a et v =m- £; 


on trouvera ainsi 
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3L 


Er 7-(A+B-2C){sin42y.sine.cos b.cos(2-+4})9". [cos*t-sin®0.cos’ (2-44) 


di 


dE 


dj 


— sin? 8 .cos 2(mé s44) }, 
d'où en différenciant , on tire 
= L apb- —2C).? sin. cos. { 1-y°.[1+-cos"(4+)]-cos2(mt+ «+ 4) } 
+Coos*t-sin0)ycos(a+)}, 
B(A +B- -2C). Fe Ccosô.y.sin(#-l}-sind.sino(mt+-e+}) 
Lsing.y* sina(a+}]. 


Ces valeurs, substituées dans les équations (m), en 

négligeant dans une première approximation les 

termes périodiques et ceux qui dépendent du carré 
n à I 

de y, et en faisant, pour abréger, = m’, don- 


neront 


PER 3m? (EE À— do | 


Gn "Liu . cos 9. ysin (e +4), 


Tanp = B cos?h — sin’? 
RC Ca A 


26. Considérons les quantités y sin (æ + 4}, et 
y cos (æ + L) qui entrent dans ces expressions. Elles 
représentent, comme il est facile de le voir, les produits 
de linclinaison de l'orbite de L sur l'écliptique fixe, 
par lesinus et le cosinus de la longitude de son nœud, 
comptée sur ce plan à partir de son intersection avec 
l'équateur, ou de la ligne mobile des équinoxes. Si 
l’on développe le premier de ces produits, on a 


> Sinfa+d)="ysina.cos { -+y cosz. sin. (0) 
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Dans cette valeur, y sin æ et y cos æ sont les pro- 
duits de l’inclinaison de l'orbite de L sur l’écliptique 
fixe, par le sinus et le cosinus de la longitude de son 
nœud, comptée à partir d'une ligne fixe. Ces quan- 
tités ne sont pas constantes, elles sont sujettes à des 
variations séculaires qu'il n’est pas permis denégliger, 
parce qu'elles peuvent devenir très sensibles par l’inté- 
gration dans les valeurs de b et de 4. Or, nous avons 
vu, dansle n° 69 du livre If, que si l’on nomme  l’in- 
clinaison de l’orbe d'une planète quelconque Lsur un 
plan fixe, et æ la longitude de son nœud ascendant, 
comptée à partird'une ligne fixe, le produit tangy sing 
est exprimé par un nombre fini de termes de la 
forme, B sin (b16) et le produit tangy cos æ par la 
même suite de termes dans lesquels on change le si- 
nus en cosinus. Nous représenterons la première suite 
par Z.Bsin(bt4.6), et la seconde par Z.Bcos(bs+6). 
En observant donc que l’inclinaison ù étant supposée 
très petite, on peut prendre cet angle pour sa tan- 
gente, on aura 


ysina—X.Bsin(bt+6), ycosa=X.Bcos(t+6). 
Ces valeurs, suhstituées dans l'équation (0), donnent 
ysin(aæ+\)= Z.B sin (bt 4+6), 


d'ou l’on voit que pour avoir y sin(a +4), il suffit 
d'augmenter de la quantité 4 les angles des différens 
termes de l'expression de ysinæ, c'est-à-dire qu'il 
suffit de rapporter ces angles à la ligne mobile des 
équinoxes. Nous verrons que la valeur de a} se com- 
pose d’un terme croissant comme le Lemps #, et d'une 
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suite d'inégalités à longue période du même ordre que 
la quantité B; on pourra donc, si dans les valeurs 
de bet} on néglige les quantités très petites de lor- 
dre B°, substituer à l'angle 4, dans l'expression pré- 
cédente, le moyen mouvement des équinoxes. La 
valeur de y sinfæ+ 4) sera exprimée alors par un 
nombre fini de termes de la forme B sin(ct+-6), qui 
ne difléreront des termes de l'expression de sin sina, 
qu'en ce que les angles bż seront augmentés du moyen 
mouvement des équinoxes. On prouverait, de la 
même manière, que y cos(a +) sera composé de 
la même suite de termes, dans lesquels on changera 
seulernent le sinus en cosinus; d'où il suit qu'on 
aura généralement 


y sin(a +4) = £. Bsin(ct + 6), 
y cos(æ -+ 4) = E.B cos(ct + 6). 


Substituons ces valeurs dans les équations (z), elles 
deviennent 


3m° dt f/2C0— A —B I 

dì =- R FT. ).c058.5.Bsin(er + €), A 
3m’dt porya cos”t—sin 

dia A F =E r Eia ost + FPT EBeos(ee +8) | i 


27. On peut, dans la valeur de d9, regarder cos 8 
comme constant, parce que les termes qui résulteraient 
de sa variation seraient des quantités de l’ordre B° que 
nous négligeons ; on aura donc en intégrant 


DEA vase T° (Se 050.2. ž cos(c + 6), 


h’ étant une constante arbitraire. Pour la déterminer, 
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désignons par À l'inclinaison de l'équateur à l’éclip- 
tique fixe, lorsque £ est égal à zéro, on aura, pour 
cet instant 


h=h' )-cosh. 2.2 cos 6. 
c 


3m° /A + ES 2C 
gn C 


En faisant donc pour abréger 


su +: 


3m’ C— A —B 
l= 32 Ķ a). cos h, 


on aura, aux quanlités près de l’ordre B°, 


b= hm. = [cos (ct#6)—cos6] (1) 


Passons à l'expression de dẹ. Il n’est plus permis ici 
de regarder comme constant l'angle 8 qui entre 
dans cette différentielle, parce que ses variations 
peuvent devenir sensibles dans la valeur de 4. On 
voit, en effet, qu'elles y produisent des termes 
qui sont du second ordre par rapport aux forces 
perturbatrices, mais seulement du premier par 
rapport à la quantité B. Si l'on n’a égard qu’à ces 
termes, et si l'on néglige, comme nous le faisons, 
les quantités de l’ordre B°, c’est uniquement dans le 
premier terme de la valeur de dẹ qu'il sera nécessaire 
de considérer la variation de l'angle 8. Nommons 
donc dŷ cette variation déterminée par la première 
des formules (p), en sorte qu’on ait 8— k + d9; en 
négligeant les quantités de l’ordre d'°8, on aura 


cos À == cos A. (1 — tang hd), 
Tome II. 16 
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ou bien, en mettant pour dû sa valeur, 
B: 
cos = cos. : -+ tang h. 2.2 .cos (ct +6) |. 


Si dans le premier terme de l'expression de dẹ, 
on substitue cette valeur, et si l’on remplace par lla 
quantité que cette lettre représente, on trouvera 


d\ = [ 1+2.Blcot (+ tang R).cos(et+€) |d 
d'où l'on tire, en intégrant, 
4l. coth. (14+.tang*h) .sin(ct+€), 


l' étant une constante arbitraire. Nous prendrons 
pour origine de l'angle 4 et des autres longitudes 
comptées sur le plan de l'écliptique fixe , l'équinoxe 
du printemps, à l’époque d'où l'on compte le temps, 
en sorte que ~} sera nul en même temps que t; on 
aura ainsi 


o=l+E „Bi coth. (+ tant h). sin 6, 
et par conséquent 
VE u+-3 À cot h.( 1 = tang*h) [sin(ct-+6)-sin6]() 


Ces valeurs de ĝ et de 4 serviront à déterminer les 
mouvemens de l'axe terrestre par rapport aux étoiles; 
jointes à la valeur @=nt+e, elles fournissent 
toutes les données nécessaires pour fixer à chaque 
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instant la position de la Terre autour de son centre 
de gravité. 

28. Il est important de remarquer que l’on serait 
parvenu àdes formules très différentes des précédentes, 
si l'on avait négligé de tenir compte, dans les va- 
leurs de dB et dẹ}, des variations séculaires des quan- 
tités ysinx et >ycosa. En effet, il est aisé de voir 
que si l’on désigne par lt le moyen mouvement des 
équinoxes, en sorte qu'on ait 


b+i=e, 


les produits de la tangente de l’inclinaison du plan 
de l'orbite de l'astre L sur l'écliptique fixe, par le 
sinus ou le cosinus de la longitude de son nœud, 
comptée de l'équinoxe mobile, seront dans ce cas, 


y sin (aæ+-Ÿ)=2.Bsin({+6), ycos(a+1)—2z.Bcos(/4-6). 


En substituant ces valeurs dans les équations (7) du 
n° 25, et en leur appliquant ensuite l'analyse précé- 
dente, on trouve 


ð = h — >. Bicos (l+ 6) — cos 6], 
44 = lt- E.B cot h intre ing]: (g) 


Ces formules ont été données d’abord par Lagrange 
dans les Mémoires de Berlin pour l’année 1800, et on 
les retrouve dans plusieurs ouvrages d’Astronomie 
qui ont paru depuis ; on voit qu’elles dérivent natu- 
rellement des valeurs de 8 et de 4, n° 25, en sup- 
posant qu'on.a égard, dans ces valeurs, à l’aplatisse- 
ment de la Terre , en tant qu'il produit la précession 
16.. 


244 THÉORIE ANALYTIQUE 


moyenne lt des équinoxes, mais qu’on peut négliger 
l'effet de cet aplatissement combiné avec le dépla- 
cement séculaire du plan de l'orbite de l'astre L. Or, 
cette hypothèse n'est pas suffisamment exacte, et Pon 
verra plus bas que les formules (g) ne peuvent 
servir que pendant un siècle au plus, à partir de 
l'époque d'où l'on compte le temps £, mais qu’au- 
delà elles donneraient des résultats fort différens des 
phénomènes observés. 

29. Nous avons rapporté jusqu'ici les angles 8 et 4 
à un écliptique fixe; mais pour comparer la théorie 
aux observations, il faut avoir les valeurs de ces 
angles par rapport à l'écliptique mobile, puisque 
c'est en effet de ce plan que nous les observons. Sup- 
posons que lastre L, dont nous avons considéré l'ac- 
tion sur le sphéroïde terrestre, soit le Soleil, et con- 
sidérons le triangle formé sur la surface d’une sphère 
décrite du centre de gravité de la Terre avec un rayon 
arbitraire, par l'écliptique fixe, l'équateur et le plan 
mobile de l’orbe solaire , ou l’écliptique vraie. Si l’on 
désigne par b l'inclinaison de l'équateur à l'écliptique 
vraie, les trois angles de ce triangle seront b, >, 
180°— ĵ', et Parc æ + A sera le côté opposé à l'angle 
180° — ĝ'; on aura donc, pour déterminer cet angle, 


cos 8’ = cos cosy — sìn 8 siny cos (æ+-\ ). 
Cette équation donne, aux quantités près de l’ordre y, 
9 =b; si l'on néglige seulement les quantités de 
l'ordre %*, on a 
cos 8 = cos ĝ — sin 8.7 cos(æ—+}), 
d’où l'on tire, en substituant pour y cos (g +), sa 
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valeur, et en négligeant toujours les quantités du 
second ordre, 


W—80+%.B cos (ct +6). (3) 


Désignons, dans le même triangle sphérique, par æ, 
le côté oppose à langle y, nous aurons 


i in( +, 
sin x= "27 jolen) (r) 
l sin # 4 


Nommons 4’ la distance de l'intersection de l’équa- 
teur et de l'écliptique vraie, projetée sur l'écliptique 
fixe, à l’origine invariable d’où l'on compte l'angle 
L sur ce dernier plan, et considérons le triangle 
sphériquerrectangle dont x est l'hypoténuse, et dans 
lequel 8 est l'angle adjacent au côlé 4 — yẹ, nous 
aurons 
tang (ẹ4 — 47) = cos tang x. 


La supposition de y= o donne x =o, et par 
conséquent 4’ = 4. Si l'on substitue pour tang x sa 
valeur tirée de l'équation (r), et qu'on néglige seule- 
ment les quantités de l'ordre z^, on trouvera 


tang (4 — 4’) = cot 8. ysin (æ +4), 


d'où lon tire, en mettant pour y sin(æ +) sa 
valeur et négligeant les quantités du second ordre, 


L'= 4 —cot h 2. B sin (ct 6). (4) 


Nous avons représenté par y l'inclinaison de Pé- 
cliptique vraie sur l'écliptique fixe; par les équations 
(k), on a généralement 
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7° =[Z.Bsin (t+ 6)] +TS.Bcos(ci+6)]". 


Prenons pour plan fixe celui de l'écliptique au com- 
mencement du temps £; y sera nul pour cette époque, 
puisque alors l'écliptique vraie coïncide avec l’éclip- 
tique fixe ; on aura donc 
d. 
Z.Bsin6—0o, =.Bcosé =o. 


Cela posé, si dans les équations (3) et (4), on rem- 
place 8 et 4 par leurs valeurs données par les for- 
mules (1) et (2), on aura, pour déterminer & et 
JL”, les deux formules suivantes : 


Gien 45.0 À feos(ct + £}—cosE], l 
(À 


V'=litE.— Bu) scoth(1 Mig tang*h )[sin( ct+-6)-sin6 |, 


les constantes het l ayant la mème signification que 
dans le n° 27. 

30. Ces formules sont celles que nous emploierons 
pour déterminer les variations d'obliquité de l’éclip- 
tique vraie, et la précession des équinoxes relatives 
à ce plan. Pour les comparer à celles qu'on obtien- 
drait en négligeant l'effet de l'aplatissement de la 
Terre combiné avec le déplacement séculaire de l'é- 
cliptique, substituons dans les équations (3) et (4) 
pour À et À, leurs valeurs données par les équations 
(q), et nommons, comme précédemment,  l'obli- 
quité de l'écliptique lorsque ¿ est nul ; nous aurons 
ainsi 
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8 =h4 E. B[cos(ct-+E)—cos(lt+6)], | 
4'=lt— 2. Bcot A[sin (ct-6)— sin (it-46). f (s) 


Ces formules s'accordent assez bien avec les précé- 
dentes , lorsque le temps 4, que l'on suppose expri- 
mer un nombre d'ənnées tropiques, n'excède pas 
cent; elles donnent également en effet, en les déve- 
loppant par rapport à £, et en négligeant les termes 
de l'ordre {*, pour la variation de l'obliquité de l’é- 
cliptique, 

d#—=t.2.(1l—0c)Bsiné; 


mais ces formules différent beaucoup lorsque le 
nombre # est de plusieurs mille, parce qu’il n'est plus 
permis alors de négliger les termes dépendans du 
carré du temps. 

Si la Terre était sphérique, les actions des autres 
corps du système n'auraient aucune influence sur 
les mouvemens de son axe de rotation, puisque leur 
résultante passerait exactement dans ce cas par son 
centre de gravité. Les trois momens d'inertie princi- 
paux du sphéroïde terrestre seraient alors égaux 
entre eux; on aurait par conséquent /=0, ce qui 
donne c—b, et les valeurs de et 4’ se réduiraient 
aux suivantes : 


ÿ — h+2.B[cos (b: -+ 6)—cos6], 
4 = — Z2. B coth [sin (bt+ 6)—sin67. 


Ces équations déterminent la variation de lobliquité 
de l'écliptique et la précession des équinoxes qui au- 
raient lieu par le seul effet du déplacement de l’orbe 
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solaire, résultant de l’action mutuelle des différens 
corps du système. En les comparant aux formules 
(5), on voit que l’action du Soleil et de la Lune 
sur le sphéroïde terrestre change considérablement 
les lois de ces deux phénomènes ; mais cette difference 
ne devient sensible qu'après un grand nombre d'an- 
nées. En effet, la valeur précédente de 8’ donne, pour 
la variation de l'obliquité de l’ecliptique, en négli- 
geant les quantités de l’ordre #?, 


d9 = — t.5.bB sin 6. 


Cette valeur, en observant que lon a — b= l—c, 
coïncide avec celle que nous avons tirée des formules 
(5) et (s). La variation séculaire de Pobliquité de 
lécliptique est donc la même pour les temps voisins 
de l'époque, que la Terre soit supposée s'éloigner ou 
non de la figure sphérique; mais cette variation est 
fort différente dans les siècles suivans, et dans les 
suppositions les plus vraisemblables sur les masses 
des planètes , l'étendue entière de la variation de Po- 
bliquité de l'écliptique est rédaite par l’action du 
Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre , à peu 
près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette 
action. 

31.Nous n'avons considéré jusqu'ici que l'influence 
du Soleil sur les déplacemens de l'équateur terrestre ; 
considérons maintenant celle de la Lune. Il est clair, 
d’après l'analyse précédente, que l’action de la Lune 
ajoutera aux valeurs de ĝ et de L des termes sem- 
blables à ceux que produit l’action du Soleil; mais 
une circonstance particulière au mouvement de cet 
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astre contribuera à simplifier ces expressions. L’ob- 
servation montre que l’inclinaison moyenne de l'orbe 
lunaire à l'écliptique vraie est à peu près invariable; 
il y a donc de l'avantage à introduire cet angle à la 
place de inclinaison sur l'écliptique fixe dans les 
formules (1), (2) et (5). Pour y parvenir, désignons 
par y’ l'inclinaison de l'orbite de la Lune sur l’éclip- 
tique fixe, et par æ’ la longitude de son nœud, 
comptée de la ligne fixe qui sert d’origine à l'angle 
+, en sorte que a’ -+ 4} sera cette même longitude 
compice de l'équinoxe mobile. Soit $ la longitude 
de la Lune comptée de la même ligne fixe sur l'é- 
cliptique invariable. U est aisé de voir que les 
latitudes, par rapport à l'écliptique fixe et à l'éclip- 
tique mobile, seront respectivement, aux quanti- 
tés près du second ordre, tang y sin(s—&') et 
B'sin (s— g’), en désignant par B’ la tangente de 
l'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire sur l’éclip- 
tique vraie ; mais si la Lune était en mouvement sur 
le plan même de cette écliptique, sa latitude au-des- 
sus de l’écliptique fixe correspondante à la même lon- 
gitude s, serait tang ysin(s— a). Cette dernière 
latitude est à très peu près égale à la différence des 
deux premières ; on aura donc 


tang y sin(s—2)=tangy'sin(s —a") — B'sin(s —2'), 
d'où, en supposant successivement s égal à zéro, et 


s égal à un angle droit, et substituant les angles ọ 
et y’ à la place de leurs tangentes, on tire 


ysin a= y sin a + B' sin g’, 
y cosa = y cos æ + B' cosa’. 


ww.rcin.org.pl 
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Cela posé, les quantités y sin (æ + 4), et 
y cos(æ'+ À) représentant les produits de Pin- 
clinaison de l’orbe lunaire sur l'écliptique fixe multi- 
pliće par le sinus et le cosinus de la longitude de son 
nœud, comptée sur le même plan à partir de l'é- 
quinoxe mobile; on aura, en les développant, 


ysin (a'H AN}= "sin æ.cosd +9 cos 4'.sin, 

y cos (#4) =y cosa/.cos 1 — "sin «'.sin À. 
Si l'on substitue, dans ces expressions, pour y’ sin a’ 
et pour y cos &’ leurs valeurs, on trouvera 


ysin (a' +4) =y sin (a +4) + B'sin (a+ 4), 
'cos(e' 4) =y cos(a +4) + B'cos(a'+ 4). 


Désignons par L’ la masse de la Lune, et par a’ sa 


3 . L 
moyenne distance à la Terre, et faisons — = Am’, 


a 
en sorte que À désigne le rapport de l’action de la 
Lune à celle du Soleil. Il est clair qu'il suffira, pour 
avoir égard à l’action de la Lune, de substituer Am* 
à la place de m*, et les seconds membres des équa- 
tions précédentes, à la place de y sin (&æ+-\) et de 
y cos(a +) dans les formules (z). Qu'on désigne 
par c't+ 6’ la valeur moyenne de la longitude du 
nœud de l'orbite lunaire, comptée de l'équinoxe 
mobile, la seule à laquelle il soit nécessaire d’avoir 
égard, ce qui donne e' +4 = c't +6"; qu'on in- 
tègre ensuite les équations résultantes, en remarquant 
qu’on peut, dans la partie relative aux déplacemens 
de l’orbe lunaire, regarder 8 comme constant et 
égal à k; qu'on change de plus Z en (1 + A)/, ou, 
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comme / est arbitraire, qu'on suppose que cette cons- 

tante représente désormais cette quantité, ce qui 

donne " 
3m’. 3m (iHa) 2C—A—B 

bea wo ç .cosh, (6) 


on aura, en vertu des actions combinées de la Terre 
et du Soleil, 


8 Bd — À [cos (ct4-6)—cose]— FES Gt (t+), 
B(L—0 
ares NT D pont os Da cos(c'i+6"), 
4 =t.. nf: + tang’h) [sin(ct+6)—5sin6] 
FA 
FA .cot2h.sin (c4 +6), 
4 =t +E. en . cot h(a TE y tang'h )[sin(ct+ë)—sin€] 
aBa j 
duta. .cot2}. sin (c' 146). 


Dans ces formules, % représente l'inclinaison 
moyenne de l'équateur à lécliptique, ou l’obliquité 
apparente de l'écliptique à l'époque où l’on fait com- 
mencer le temps, et l le moyen mouvement des 
équinoxes à la même époque. 

D'après le sens dans lequel estcompté l'angle 4 ,n°1, 
on voit que le mouvement des équinoxes sera retro- 
grade, si cetangle croît avec le temps t; or, le premier 
terme de sa valeur surpasse tous les autres, et C étant 
le plus grand des trois momens d'inertie du sphéroïde 
terrestre, À est nécessairement une quantité positive; 
le mouvement des équinoxes est donc rétrograde à la 
fois sur l'écliptique fixe et sur l'écliptique vraie. 
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Telles sont les valeurs de 8, +, 8, 4 qui 
résultent de l’action du Soleil et de la Lune sur le 
sphéroïde terrestre, et les formules précédentes sont 
celles qu'il faudra employer pour déterminer les 
déplacemens de son équateur. La première partie 
de ces formules donne la variation séculaire des an- 
gles 8, 4, 8’ et JL’; leur dernier terme est périodique 
et dépend du mouvement des nœuds de Forbe lu- 
naire ; sa période est d'environ dix-huit ans, C'est lui 
qui constitue spécialement ce balancement particu- 
lier de l'axe terrestre que Bradley a le premier dé- 
couvert, et qu'il a nommé sa nutation. 

52. Examinons l'influence du mouvement des équi- 
noxes et des déplacemens de l'équateur sur la lon- 
gueur de l’année tropique et sur la durée du jour 
moyen. L'espace de temps qui s'écoule entre les re- 
tours du Soleil au même équinoxe ou au même sols- 
tice, forme l’année tropique ; l'intervalle compris 
entre deux de ces retours aux mêmes étoiles forme 
l'année sidérale. Si les équinoxes étaient fixes, l'an- 
née tropique serait égale à l’année sidérale; mais 
comme ils oni sur l'écliptique un mouvement rétro- 
grade ou contraire au mouvement propre du Soleil, 
ils s'avancent au-devant de cet astre, et resserrent 
l'espace qu'il avait à parcourir pour accomplir sa ré- 
volution. On aura la durée de l'année tropique en 
retranchant de l'année sidérale l'arc parcouru pen- 
dant ce temps par l'équinoxe sur l'écliptique vraie ré- 
duit en temps, à raison de la circonférence entière 
pour une année. Soit donc T l’année sidérale , la 
longueur de l’année tropique sera 
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T. ( — AR: BAD 


L'année sidérale est de 365/,256384; le moyen mou- 
vement des équinoxes dans ce siècle est de 50°,3757 ; 
l'année sidérale surpasse donc l'année tropique de 
0!,014197. Mais comme le mouvement des équinoxes 
est variable, la longueur de l’année tropique change 
dans les différens siècles ; elle est maintenant d’envi- 
ron 9” plus courte qu'au temps d'Hipparque. 

On distingue en Astronomie trois espèces de jours : 
le jour sidéral , le jour solaire et le jour moyen. Le 
jour sidéral est l'intervalle de temps qui s'écoule 
entre les retours d'une même étoile à un méridien 
donné. Le jour solaire se mesure par les passages suc- 
cessifs du Soleil par le même plan. Si l’on imagine 
dans le plan de l’écliptique un Soleil fictif qui se 
meuve d'un mouvement uniforme et passe au périgée 
et à l'apogée en même temps que le Soleil véritable; 
que l’on imagine ensuite dans le plan de l'équateur un 
troisième Soleil qui passe par l'équinoxe du printemps 
en même temps que le second, et qui se meuve uni- 
formément, de manière que les distances angu- 
laires de ces deux astres fictifs au même équinoxe 
soient constamment égales entre elles, l'intervalle de 
deux retours consécutifs de ce troisième Soleil au 
méridien sera ce qu'on appelle le jour moyen. Le 
mouvement de rotation de la Terre autour de son 
axe étant uniforme, n° 20, et le moyen mouvement du 
Soleil dans son orbite étant invariable, n° 61, liv. Il, 
la durée du jour moyen serait constante, si l’obliquité 
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de l'écliptique était toujours la même et si le mou- 
vement des équinoxes était uniforme : les variations 
auxquelles elle peut être assujettie ne dépendront 
donc que des variations séculaires de l'obliquité de 
l'écliptique et de la précession des équinoxes. 

Pour les déterminer, considérons la marche du 
Soleil fictif que nous avons supposé en mouvement 
sur le plan de l'équateur. Soit v la vitesse dont cet 
astre est animé, s sa longitude comptée de linter- 
section de l'équateur avec l’écliptique fixe. La poŝi- 
tion de cette ligne varie, el son mouvement rétrograde 
projeté sur le plan de l'équateur sera d4} .cos ĝ pen- 
dant l'instant dt; on aura donc, à la fin de cet ins- 
tant, 

ds = v.dt + d\ .cos b. 


Nommons s’ la distance du même Soleil à l'équinoxe 
réel, c'est-à-dire à l'intersection de l'équateur avec 
Vécliptique vraie ; s — s sera l'arc compris sur l’équa- 
teur entre l'équinoxe réel et l'équinoxe relatif à 
l'écliptique fixe. Nous avons désigné par x ce 
même arc dans le n° 29; on aura donc, à très peu 
près, 

Z.B sin (cé +6) 

sin v 


s—s = , 
d’où , en différenciant et mettant pour ds sa valeur, 
on tire 

ds d4 


= =v 4 ~. cosl — 


Z.Bc.cos (ct + 6 
dt dt” 


sin 4 


Soit mt le mouvement angulaire du second Soleil , ou 
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de l’astre fictif qui se meut uniformément sur le plan 

de l'écliptique vraie; la vitesse de ce Soleil, par rap- 

port à une ligne fixe, sera m. L’équinoxe réel a, re- 

lativement à la mème ligne, une vitesse rétrograde 
ir 

Y 

7 la vitesse du second NT par rapport à cet 


r : d J ` ? ° 
équinoxe, sera donc m + fia. Or, d’après la défini- 
tion du temps moyen, il est clair que cette vitesse 


4 $ dr ; + 
doit être égale à > On aura donc, pour déterminer 


v, l'équation 


dl _ d4 


Z. Bc . cos (ct +6) 
v=m+ -g "C0 osb  ——— 


sino 
Nous avons, par le n° 29, 


di __& 
= F — cof. z. Be. cos (ct +6), 


on aura donc 


v= m4 1—cos0). T HETEN E. Be. cos.(ct-+6). 


sın ÿ 
Si l'on substitue dans cette équation pour d} sa 
valeur , et si l’on met A à la place de 8, on trouve 
3 Be ; 
v = m + (1 — cos 4). l— sin RE. .cos (cé 6) 
+ (1 — cos A)... [(E-). tang 4 + Zcot 5 | Bcos(ct+6) 


-F e E 6). 


sm À 
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Nous avons désigné par z la vitesse de rotation de 
la Terre, et nous avons vu que cette vitesse était 
invariable ; il s'ensuit que n— v est la vitesse relative 
dont un méridien quelconque de la Terre est animé 
par rapport au Soleil moyen qui se meut sur l'équa- 
teur; si l’on nomme donc ¢ la longitude de ce méridien 
comptée de ce point, on aura £=—/ff(n—v).dt, ou 
bien en substituant pour v sa valeur et en effectuant 
l'intégration indiquée, 
t=[n—m—(1— cosi). /].t-+sin h.. sin (ce +ô) 

— (1 — cos Å) =[E-) .tangh-4+? cot# | Z .sin(et-+9 
1 — cos À 


—. I.B sin (c+ 8). 


sin & 


L’intervalle de temps pendant lequel, cet angle 
croit de 360° forme le jouf moyen solaire; on 
aura donc sa variation séculaire, en retranchant la 
valeur def, déterminée pour une époque donnée, de 
sa valeur à une autre époque. On verra que cette va- 
riation ne s’élèverait pas à quelques minutes dans une 
période de plusieurs millions d'années, et que par 
conséquent on peut se dispenser d'y avoir égard. 

33. Réduisons en nombres les précédentes for- 
mules, pour les comparer aux observations. Pour cela, 
considérons d’abord les quantités Z.Bsin(bé +6) et 
Z.Bcos(b:+ 6) qu’elles renferment et qui repré- 
sentent l'inclinaison de l'écliptique vraie sur l'éclip- 
tique fixe, multipliée respectivement par le sinus et 
le cosinus de la longitude de son nœud. Ces quantités 
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correspondent à celles que nous avons désignées par 


p et q dans le n° 69 du livre IT ; on aura donc 
p= Z.B sin(%t +6), q= Z.B cos(bt+ €). 


La détermination exacte des valeurs de p et g dé- 
pend d’un calcul très compliqué, et suppose une con- 
naissance parfaite des masses planétaires ; il reste en- 
core trop d'incertitude à cet égard, pour qu'on puisse 
employer la méthode que nous avons présentée 
n° 69, livre IT, dans la recherche qui nous occupe. 
Mais comme Jes inégalités séculaires de ces quantités 
croissent avec une extrême lenteur, on peut les sup- 
poser développées suivant les puissances du temps, 
conformément à ce que nous avons dit dans le n° cité, 
et les résultats que l’on obtiendra ainsi pourront 
s'étendre à mille ou douze cents ans avant ou après 
l'époque que Fon aura choisie, ce qui suffit aux be- 
soins de l’Astronomie. En prenant pour plan -fixe 
celui de l'écliptique au commencement de 1750, et 
fixant à cette époque l’origine du temps t£, M. Bou- 
vard a trouvé, d’après les données les plus exactes 
que nous ayons sur les masses des planètes, 


P 


p=  t.0",066314 + 1*.0",000018658, 
g = — t.0",456917 + #.0",000005741, 


t exprimant un nombre quelconque d'années ju- 
liennes. 

Si l'on développe les valeurs de p et q , par rapport 
au temps, on aura 


Tome II. 17 
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p=S.Bsinéte.z.Bbcosé — Ê.E.Bb'siné, 
q =E .Bcosé—t.5.Bbsin E — ©,3.Bb"cos6. 


En comparant ces valeurs aux précédentes, on trou- 
vera 


£.Bsiné—0o, >. Bbsin6—=0",456q19, =. Bb sin£——0",000037316, 
£.Bcos$=0, Z.Bbcos€—0",066314, Z. Bb? cos6——0",00001 1482 


34. Cela posé, développons les valeurs de 8, 4, 0', 
"en ayant égard aux termes dépendans du carré du 
temps. Prenons, pour plan fixe, celui de l’écliptique 
en 1750, l’origine du temps étant fixée.au 1% janvier 
de la même année, ce qui donne F. B sin 6É—=o, et 
Z.B cos6 =o. Si pour abréger on fait c't+6 = A, 
et qu'on observe que c= l+ b, en négligeant dans 
une première approximation les quantités de l’ordre 
du carré des forces perturbatrices, ce qui revient à 
regarder 8 comme constant dans les équations diffé- 
rentielles du n° 26, on aura 


e B'i 
8 =h+".S.Blé cos 6 — GED) COSA, 
B'A 
6 ==h-=-t. £. Bb sin e5. z.B. (2-b). peses pr . COSA, 
de G+a) 
y 
=lt—t*.cotah. E. Blo. siut + T. cot 2%. sin À, 
4 =lit—t.cot A. E.Bb cos 64°. (x TE Blbsin6+cot À.Z.Bb*. sinb) 
2B 2a : 
+ de .cot 24.sin A. 


Il ne reste plus qu’à substituer daus ces formules, 
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à la place des constantes qu'elles renferment , leurs 
valeurs résultantes des observations. Si l’on fait abs- 
traction de la partie périodique , 4 désigne l’obliquité 
de l'écliptique à l'équateur, au commencement de 
1750; la constante l dépend des trois momens d’i- 
nertie du sphéroïde terrestre. La figure et la cons- 
titution du globe sont loin d’être assez bien connues 
pour qu’on puisse déterminer directement cette cons- 
tante; mais en différenciant la valeur de 4”, et sup- 
posant = o dans sa différentielle, on a 


=i — l — cot h.Z.Bb cos 6 ; 


c'est l’expression de la précession moyenne des équi- 
noxes pendant une année julienne, pour l’époque 
où commence le temps ¿: on peut donc, au moyen 
de l'équation précédente , déduire la valeur de / de 
celle de cette précession donnée par les observations. 


La précession annuelle était en 1750 de 50",37572, 
par conséquent, 


LZ — cot h.Z.Bbcos6 = 50/,37572. 
L'obliquité de l’écliptique à la même époque était 
de 23°28/18"; on aura donc 

h= 23028418", l = 50",52844. 
L 


Le rapport 5 de l’action de la Lune à celle du So- 
73 
leil est, d’après les observations des maréés, 2:35333, 
par conséquent , 
17 ea 
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À = 2190992. 


La constante B’ est la tangente de l'inclinaison 
moyenne de lorbe lunaire sur l'écliptique vraie. 
Cette inclinaison est de 5° 8'49"; ona 


log B' —8.0545973; 


c' est le moyen mouvement des nœuds de la Lune 
pendant unité de temps, c'est-à-dire pendant une 
année julienne; ce mouvement est rétrograde et de 
19°21/21", d'après les observations. En réduisant cet 
arc en parties du rayon , On aura 


č — — 0.55782. 


Enfin, m étant le moyen mouvement du Soleil 
pendant l’année sidérale de 365,25638, pour le rap- 
porter àla même unité de temps que les valeurs pré- 
cédentes, on fera la proportion 


365/,25638 : 360° :: 365,25 : m, 


d'où l’on tire 
m = 559° 59" 37". 


D’après ces données, on trouvera pour-les valeurs 
de 8, 8’, 4 et’, après un nombre quelconque # d’an- 
nées juliennes comptées de 1750, 

8 —23°28"18"+ #.0/,0000080978+9",426.cos A; 

8° = 23°28 18"—t. 0" 45691 7—t’.0", 000002357 +9"426.c0s4, 
p =t. 50", 52844 = t 0700010427 — 17"615.sin À ; 

Y =t 50" ,37572 + 4°.0",000109758—17",615. sin A. 
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Ces formules serviront à déterminer l’obliquité de 
l'écliptique et la précession des équinoxes dans l'in- 
tervalle de mille ou douze cents ans à partir de 
l'époque de 1750, en ayant soin de faire £ négatif pour 
les temps antérieurs à cette époque. 

35. On peut, par les variations observées dans l’as- 
cension droite et la déclinaison des étoiles, déterminer 
directement celles de 8 et de 4; c'est ainsi que Brad- 
ley a trouvé le coefficient de cos A ou de la nutation : 
ce coefficient, selon lui, serait de 8”,997. Maskelyne, 
en discutant avec plus de soin les observations 
qui avaient servi à l’établir, l’a trouvé de 9”,449, et, 
suivant M. Brinkley, il est de 9,250. Ces derniers 
nombres se rapprochent beaucoup du coefficient de la 
théorie, et la différence est dans les limites des erreurs 
des observations. Il suffirait, pour la faire disparaître, 
de changer un peu la valeur de à, que nous avons sup- 
posée égale à 2.535333. Laplace, d’après les obser- 
vations des marées, avait d'abord trouvé cette valeur 
égale à 3; ila été obligé ensuite de la diminuer 
beaucoup, ce qui la rend plus concordante avec celle 
qui résulte de plusieurs autres phénomènes. La valeur 
de À que nous avons adoptée d’après lui, donne 
pour la masse de la Lune ; de celle de la Terre; elle 
est peut-être encore un peu trop forte. 

L'une ces observations les plus anciennes qui nous 
soient parvenues , est l'observation chinoise citée 
dans la quatrième édition de l'Exposition du Sys- 
tème du Monde , et qui se rapporte à l'an 1100 avant 
l'ère chrétienne. Selon cette observation , l’obliquité 


LA 


de l'écliptique était alors de 23°54 2"; c’est la valeur 
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de 0’, abstraction faite đe la partie périodique. Pour 
remonter à cette époque, il faut faire £ = — 2850 
dans les formules précédentes ; on trouve alors, en 
ne considérant que la variation séculaire , 


8 = 23° 49/41". 


La différence entre la théorie et l'observation est 
donc de 4/19"; elle semble indiquer, dans l’obliquité 
de l'écliptique, une diminution plus rapide que nous 
ne la supposons. Au reste, cette différence paraîtra bien 
petite, si l'on considère l'incertitude de l’époque pré- 
cise de cette ancienne observation, et l'inexactitude 
des résultats du gnomon qui lui ont servi de base. 

36. On a, par les observations, 


4 


m 
m = 00748. 


Cette valeur, jointe à celle de Z, h, À, m, B' et c 
du n° 34, donnera 


b, — o",519.Cos 2v-+0",092 .cos2v'—o",09167.C0s 24, 
4'1", 1906.sin 20—o",211 sin 2%’ +0",84445.sin 24, 


valeurs qu'il faudra joindre à celles de 8 et de 4 pour 
avoir les valeurs complètes de ces quantités. 

Les deux premiers termes de 8, et de 4’, dépen- 
dent du mouvement du Soleil et de la Lune dans 
leurs orbites. Les astronomes ne les avaient pas con- 
sidérés jusqu'ici, mais la précision des observations 
modernes oblige d'y avoir égard. Ils avaient pareil- 
lement négligé les inégalités de la précession et de la 
nutation qui dépendent du double de la longitude du 
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nœud de la Lune: on voit qu'elles sont en effet très 
petites, par rapport aux inégalités qui dépendent de 
la longitude du même nœud. M. Bessel a le premier 
considéré, dans la valeur de 6, l'inégalité dépendante 
de l'angle 2A;il n'y a aucun motif pour négliger 
l'inégalité correspondante de la précession qui a, 
comme on voit, un coefficient neuf fois plus con- 
sidérable. 


37. Rien n’est plus facile que de déterminer, d’après 
les résultats précédens, les dimensions de la petite 
ellipse que Bradley avait imaginée pour, représenter 
les inégalités du mouvement de l'axe de la Terre. En 
effet, on peut regarder la précession 4 des équinoxes, 
sur l'écliptique fixe, comme produite par le mouve- 
ment rétrograde du pôle de l'équateur sur un cercle 


parallèle à cette écliptique; ce mouvement est égal 


r , ` . B7 > 
à L sin À ou à lsin À + ArT S sin A, en 


ne considérant que la principale inégalité périodique 


de +. L’ inégalité = IAF TS A de la valeur de 6, in- 


dique d’ailleurs dans l'axe terrestre un mouvement 
qui se fait dans le plan du cercle de latitude qui passe 
par cet axe. Ce double mouvement peut être repré- 
senté de la manière suivante : on suppose le pôle 
terrestre mu sur la circonférence d’une petite ellipse 
dont le centre, qu’on peut considérer comme le lieu 
moyen du pôle, est situé sur le cercle mené parallèle- 
ment à l'écliptique fixe, et décrit uniformément chaque 
année 50",52844 de sa circonférence. Le plan de 
cette ellipse est tangent à la sphère céleste , et son 
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grand axe, toujours compris dans le plan d’un cercle 
de latitude, sous-tend un arc de 18”,852. Le petit 
axe est au grand axe comme le cosinus du double 
de l’obliquité de l'écliptique est au cosinus de cette 
obliquité, c'est-à-dire comme cos 2h est à cos  ; cet 
axe sous-tend un arc de 14,032. Pour déterminer 
Ja position du pôle sur la circonférence elliptique, 
on imagine, dans le plan de l’ellipse, un cercle dé- 
crit du même centre, avec son grand axe pour dia- 
mètre. On conçoit ensuite qu'un rayon de ce cercle 
le parcourt d'un mouvement uniforme et rétrograde, 
pendant une période des nœuds de la Lune, de ma- 
nière qu’il coïncide avec la moitié du grand axe la 
plus voisine de l'écliptique, toutes les fois que le 
nœud moyen ascendant de l’orbe lunaire coïncide 
avec l’équinoxe du printemps. Enfin, de l'extrémité 
de ce rayon, on abaisse une perpendiculaire sur le 
grand axe de l'ellipse, et le point où cette perpen- 
diculaire rencontre sa circonférence est le vrai lieu 
du pôle terrestre. 

38. Déterminons maintenant les variations de l'an- 
née tropique, du jour moyen et du temps exprimé en 
jours moyens solaires. 

La valeur de +" donne, en la différenciant, 

dy n " 
Tr = 50”,37572 + t.0”,000219516. 
Cet arc réduit en temps, à raison de la circonférence 


entière pour une année sidérale de 365,25638 , 
donne 


dy 
+ = 0',014197 +- £.0i,0000061868, 
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i désignant un nombre quelconque de siècles dont 
l'origine est en 1750. La longueur de l’année tro- 
pique sera donc 


365,24219 — 1.0/,000061868. 


Il s'ensuit que cette longueur diminue d'une demi- 
seconde à peu près par siècle. Si l’on fait 1=—18,78, 
on aura la longueur de l’année tropique qui avait lieu 
au temps d'Hipparque, ou cent vingt-huit ans avant 
l'ère chrétienne. : 
Si l'on développe la valeur de £ du n° 32, qu'on 
néglige les termes de l’ordre , et qu'on arrête l'ap- 
proximation au carré du temps, on trouvera 


à =[n— m= (1 — cos h).(1+ EP) tHe, 
en faisant, pour abréger, 


H= [ie Dérsné +z. Bib.sin e(a DRE A} tangi h 
2CosA 
Le jour moyen est l'intervalle de temps qui répond 
à une augmentation de 360° de l'angle £; en appe- 
lant donc u sa longueur, on aura 


560° =| n—m—(1—c05/). (+ „Bb sin? ) Ju u+-2Htu (a). 


sin À 


Si l'on prend pour unité de témps le jour moyen 
à l'époque où commence le temps ż, en faisant dans 
l'équation précédente u= 1, £= o, on aura, pour 
cet instant, 


E. Bb sin SY 


sin À 
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Pour rapporter à la nouvelle unité de temps le der- 
nier terme de cette équation, il faut y substituer, 
pour Zet Z.Bb sin 6, leurs valeurs précédentes, après 
les avoir divisées par 365,25, parce que ces valeurs 
sont relatives à une année julienne. Ce terme devient 
alors inutile à considérer. La valeur de m donnée par 
l'observation et rapportée à la même unité, est 


m = 0°,9856r ; 
on aura donc 


n = 360°,9856x , 


et la longueur du jour sidéral, exprimé en jours 
moyens, était par conséquent de 0,997262 à l'époque 
de 1750. 

Si, après avoir divisé les valeurs de £, Bb" sin 6 et 
de 2.B/b sin 6, par le carré de 365,25, pour les 
rapporter à la nouvelle unité de temps, on les substi- 
tue dans l'expression de H , on trouvera 

l 


0",000028031 
H = (865,257 ` 


L’équation (æ) donne 


— 2Ht 
hp, 360°” 


Soit donc : un nombre quelconque de siècles écoulés 
depuis 1750, on aura, par la grandeur du jour moyen 
à cette époque, 

2,0",118431 


= 
Eu (100000) ? 
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d'où l’on voit que sa diminution séculaire sera tout- 
à-fait insensible. 

Si l’on fait u= r.360°, la variable r sera la me- 
sure du temps en jours moyens, et d’après les valeurs 
précédentes de u et de H, on aura 


r*.0,00000021628 


BEARER Te Tel 


Le temps ż¿ n’est donc pas rigoureusement pro- 
portionnel à r; mais comme le second terme de 
l'équation précédente est insensible, sa considération 
est inutile aux astronomes , et l’on peut continuer, 
sans inconvénient, à prendre le jour moyen solaire 
pour servir de mesure au temps. 

39. La théorie donne le moyen de déterminer les 
rapports qui existent entre la précession et la nutation, 
et les lois de la densité et de l’ellipticité des couches 
de la Terre, de sa surface au centre. En effet, si dans 
l'équation (6), n° 31, on substitue pour /, À, h, leurs 
valeurs n° 34, en observant que la valeur de m rap- 
portée à la même unité de temps que / donne 


m = 559°,99371, 
et que l’on a en outre 

= = 0.0027303, 
on tirera, de cette équation 


2C0— A — B = 
D. — = O. 00019012 ; 


et comme on a, à très peu près, A = B, il en ré- 
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sultera 


= 0.00309506. 


Nous reviendrons sur les conséquences de cette 
équation, quand nous nous occuperons de la figure 
des corps célestes. 

40. Nous avons jusqu’à présent regardé le sphé- 
roide terrestre comme entièrement solide ; cette sup- 
position n’est point parfaitement exacte, et pour que les 
résultats de la théorie précédente fussent rigoureuse- 
ment applicables à la Terre, il faudrait avoir la certi- 
tude qu’ils ne sont pas altérés par les oscillations et les 
frottemens du fluide qui la couvre en trèsgrande partie. 
C'est ce que Laplace est parvenu à démontrer par une 
savante analyse qui l’a conduit à cet important théo- 
rème que nous nous contenterons de rappeler ici : 
Les phénomènes de la précession des équinoxes et de 
la nutation de laxe de la Terre, sont exactement les 
mémes que si la mer formait une masse solide avec 
elle. 
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CHAPITRE VI. 


Mouvement de rotation de la Lune, autour de son 
centre de gravité. 


41. Un phénomène extrémement remarquable dans 
le système du monde, et qui paraît avoir été connu 
de tout temps, c'est que la Lune, dans son mou- 
vement de révolution autour de la Terre, nous pré- 
sente toujours la même face. L'explication que les 
anciens astronomes avaient donnée de ce singulier 
phénomène était erronnée; c'est à Hévélius et à 
Newton que l’on doit la connaissance de sa véritable 
cause. Ils montrèrent que pour en rendre raison, 
il fallait supposer une égalité parfaite entre le mou- 
vement de révolution et le mouvement de rotation 
de la Lune; d'où il résulte qu'a mesure que son 
centre de gravité s'avance sur l'orbite qu’il décrit au- 
tour de la Terre , l'axe du sphéroïde lunaire qui est 
tourné vers nous décrit par un mouvement contraire 
le même nombre de degrés, en sorte que ce second 
mouvement, ramenant sans cesse vers le centre de la 
Terre le même hémisphère de la Lune, toutes les 
autres parties de sa surface nous restent à jamais ca- 
chées. Bientôt après, Dominique Cassini, par une 
observation plus attentive encore des taches de la 
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Lune , découvrit, dans son mouvement de rotation, 
de nouveaux phénomènes; il reconnut, 1°. que l’incli- 
naison de l'axe de rotation de la Lune à l'écliptique 
est invariable ; 2°. que les nœuds de son équateur 
coincident constamment avec les nœuds de son orbite, 
c’est-à-dire que les plans de l'équateur et de l'orbite 
lunaire coupent toujours celui de l’écliptique suivant 
la même ligne droite. Ces deux importantes décou- 
vertes, les plus belles peut être dont nous soyons rede- 
vables à ce grand astronome, et que les observations 
de Tobie Mayer et de Lalande ont depuis confirmées, 
complètent la théorie astronomique du mouvement 
de rotation de la Lune, et ont permis aux géomètres 
de chercher, avec le secours de Fanalyse, l'explica- 
tion physique des singuliers phénomènes que ce 
mouvement nous présente. 

D'Alembert: tenta le premier cette entreprise. Il 
essaya d'appliquer à la Lune ses formules de la pré- 
cession des équinoxes; mais la lenteur du mouve- 
ment de rotation de cet astre , et surtout la circons- 
tance particulière de l'égalité de ce mouvement à celui 
de révolution, exigeait, pour traiter cette question, 
une analyse toute nouvelle, et celle qu'employa d'A- 
lembert le conduisit à des résultats inexacts. Lagrange 
eut plus de succès, et son Mémoire, qui remporta le 
prix proposé par l’Académie des Sciences pour 1764, 
joint à celui qu'il publia en 1780 dans les Mémoires 
de Berlin, renferme la théorie complète du mouve- 
ment de rotation de la Lune autour de son centre de 
gravité. 

Lagrange donne d’abord l'explication du phéno- 
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mène que l’on a nommé la libration en longitude ; il 
montre qu'il est dù à ce que l'égalité du mouvement 
moyen de révolution et de rotation de la Lune n’ayant 
point été rigoureusement exacte à l’origine des temps, 
ce qui paraîtrait en effet infiniment peu vraisembla- 
ble, il en est résulté une espèce de balancement dans 
l'axe du sphéroïde lunaire dirigé vers la Terre qui le 
fait osciller de part et d'autre du rayon vecteur 
mené du centre de la Terre à celui de la Lune, 
comme un pendule oscille sans cesse autour de la 
verticale dont on l’a légèrement écarté. Après avoir 
développé les lois de la libration en longitude, 
ainsi que les petites inégalités qui résultent dans le 
mouvement de rotation des inégalités du mouve- 
ment de révolution , passant à libration de la Lune 
en latitude, par un choix de variables extrême- 
ment ingénieux, et qui a été utile dans un grand 
nombre de questions de la Mécanique céleste , il par- 
vient à déterminer les lois du mouvement de l’équa- 
teur lunaire. Il montre que l’inclinaison de laxe de 
rotation de la Lune est constante, et que le singu- 
lier phénomène de la coincidence des nœuds de son 
équateur et de son orbite, en est une conséquence 
immédiate. Pour que cette coïncidence existe, il 
west pas nécessaire qu'elle ait eu lieu rigoureusement 
à l’origine du mouvement, il suffit que la différence 
qui existait à cette époque entre les positions des 
nœuds de l'équateur et de l'orbite lunaire ait été 
très petite; l'attraction de la Terre a établi ensuite 
et maintiendra éternellement la coincidence de leurs 
nœuds moyens. 
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Cette belle analyse, comme la plupart de celles 
que nous a laissées Lagrange, a presque épuisé la 
question qu’elle avait à traiter, et les géomètres qui 
s’en sont depuis occupés, n'ont fait que la simplifier 
et ajouter aux inégalités de la libration en longitude 
et en latitude déterminées par lui, quelques inégalités 
nouvelles qui sont très petites en elles-mêmes, mais 
auxquelles la précision des observations modernes 
obligera désormais d'avoir égard. C'est ainsi que 
M. Poisson, en discutant avec un nouveau soin les 
inégalités de la libration en latitude, en a reconnu 
une qui dépend de la différence en longitude du 
nœud et du périgée lunaire, et qui peut devenir 
sensible; mais il s’est assuré en même temps qu'elle 
était la seule de cette espèce qui eût été omise dans 
Panalyse de Lagrange et de Laplace, en sorte que 
toutes les autres inégalités auxquelles ils s'étaient dis- 
pensés d’avoir égard pouvaient en effet être né- 
gligées. 

On doit donc regarder comme complete la théo- 
rie physique de la libration de la Lune; la seule 
chose qu’elle laisse encore à désirer, c’est un assez 
grand nombre d'observations pour fixer avec préci- 
sion les données que l'analyse emprunte à l'Astrono- 
mie, surtout celles qui déterminent les rapports des 
momens d'inertie des trois axes principaux du sphé- 
roide lunaire, et qui fournissent par conséquent des 
notions exactes sur sa figure. M. Nicollet a déja exé- 
cuté un travail de ce genre, en y employant 174 ob- 
servations faites par lui ou par MM. Bouvard et 
Arago; espérons qu'une plus longue suite encore 
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d'observations confirmera les résultats auxquels il est 
parvenu et ajoutera à leur précision. 

On pourrait déterminer les inégalités du mouve- 
ment de rotation de la Lune troublé par l'action du 
Soleil et de la Terre, au moyen des formules conte- 
nues dans le chapitre 1°"; mais il est plus simple de re- 
prendre pour cela les équations différentielles du 
mouvement troublé, données n° 2. On verra aisé- 
ment d’ailleurs comment les résultats que nous allons 
développer se concluraient des formules générales 
(P); n° 7, qui s'appliquent au mouvement de rota- 
tion de toutes les planètes. 

42. Nous placerons l’origine des coordonnées au 
centre de la Lune, que nous supposerons immobile, et 
nous regarderons le Soleil et la Terre commecirculant 
autour d'elle. Soient donc L la masse de la Terre, 
x, Y, z ses trois coordonnées relatives à un plan fixe 
mené par le centre de la Lune parallèlement au plan 
de l'écliptique à une époque donnée, r son rayon vec- 
teur compté du même point; en ne poussant les 
approximations que jusqu'aux termes du troisième 
ordre par rapport aux dimensions du sphéroïde lu- 
on on aura 


-R (AH+B—2C).[x'""+(s'cos 86—zsinby]. 


Dans cette expression, A, B, C représentent les 
trois momens d'inertie principaux de la Lune. Nous 
continuerons à donner le nom d'équateur au plan 


qui renferme les deux premiers axes principaux, 
Tome IL. 18 


5 Fir Ke -B).{ [x(x cosl-zsinb)’].cos204+2x".(¥ cost-zsinð). sin29 } 


dv _3L 
= 
dv _35L 
Ho 
3L 


+: 
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c’est-à-dire ceux auxquels se rapportent les momens 
d'inertie A et B. Ce plan n’est plus ici, comme dans le 
mouvement de rotation de la Terre, perpendicu- 
laire à l'axe instantané de rotation; cet axe varie 
dans l’intérieur du sphéroïde lunaire, en sorte que 
les pôles de rotation se déplacent à la surface de la 
Lune, circonstance qui établit une différence essen- 
tielle entre le mouvement de rotation de ce satellite 
et celui du sphéroïde terrestre. 

Cela posé, 8 représente l’inclinaison de l'équateur 
lunaire sur le plan fixe parallèle à l'écliptique, @.est 

l'angle compris entre le premier axe principal de la 

Lune et le nœud descendant de son équateur ; nous 
supposerons l'angle @ compté à partir de ce nœud 
dans le sens du mouvement de rotation de la Lune; 
enfin, nous nommerons 4} l'angle compris entre 
le nœud descendant de l'équateur lunaire et une 
droite fixe menée dans le plan de l’écliptique, et 
nous supposerons cet angle compté à partir de cette 
droite, en sens inverse de l’ordre des signes. 

Si l'on différencie la fonction V par rapport aux 
trois variables ®, 4, 0; en observant que l'on a, 
n° 425 y 


a zi x = 
dN taen ihi ho nie 


on aura 


(A-B). f [x"-(v" cos- zsin 6)* ]sin2¢-2x".(x'cos t-z sing)-cos 29 }, 


a (A+B—20).[x". (v sin + zcos8).siné], 


PS LS OÁ MUl 
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dV 3L 
Te (AB). {x”.(s'sin+-zcost).sin2@-(x"cost-zsint).(>’siné + zc058).cos2 


+ ns cost-zsin8).(s"sin0+zcos#)],, 


et par suite, 


PAT Te PV (A-B).[(x' cosl- HR) (x’ papah enee 
+x’. (v sin 04% cos 8)-cos20] 
+ (AHB-20) [x (x sinô+-zc0s 0)]. 


sing 


Les trois Et (C) du n° 2 deviendront ainsi 


Adp+ (C-B). grdim e 7 Laney [x cosf-zsinð). e4 sn cos). cos ? 
LE ik sinð -+ zcos 6).sin,®],: an 
Er prams ie, (A- -Cy.[x'(x' sin 4zcost}:cosç »0 


+ (x cos i-z ne (x’ sl cos 6). sn] d 


Cdr +(8- Apad e 2 (BA). {2x (x eos f—zsi sin D). cos 29 


— [x° —(Y" cos8—z sin 8)°].sin 20 }. such / 


Il est bon de remarquer qu'on peut arriver très 
simplement aux mêmes équations de la manière sul- 
vante; enne poussant l'approximation que jusqu'aux 
termes du troisième ordre, nous avons trouvé, n° 25, 


En) Orem DRaa 
V = — za (Ax + By” + Cz"), 
: : í d , tue | TELE 
s DEA représentant les coordonnées 'de:l'aëtre EL, 
rapportées ‘aux trois axes pririeipauxi dù AR TN 
attire. l ‘125 ét ob 
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Cette expression donne, en la différenciant , 


a QE ds ge 
HT Cr = zz (C — B).7 Zo 
EE BE Ai 
xog o g = z (A — 0).x'z', 


O NS. 


VI = 75 (B —A). xy". 


Si l'on substitue ces valeurs dans les équations. (B), n° 2, 
et qu'on remplace ensuite les coordonnées x, y’, z’ 
par leurs valeurs en fonction des angles ¢, 4, 8, don- 
nées n° 25, on retrouvera identiquement les égua- 
tions (1). 

L'observation ayant montré que l'inclinaison de 
l'équateur lunaire sur l'écliptique est toujours peu 
considérable, 8 est un fort petit angle dont nous né- 
gligerons-le carré et le produit par le carré.de lin- 
clinaison. de l'orbite lunaire, qui est aussi une très 
petite quantité. En observant que .z est du même 
ordre que cette inclinaison , les trois équations (1) 
deviendront } 


Adp+ (C-B).grde= c , (C-B) .[Cr'8 Fa .(x'cos@-x’sinp)], 


Hd AIOE a.a osip v o], 
3Lå 


wit 1 f 
275 .(B-A).[2x"x/cos29—(x"-#").sin2€]. 


Bdg +(A-C).prdi= 


Cdr + (B-A) pgdi= 


On peut encore aux coordonnées x', y’, z de L, 
-substitucr d’autres variables iqui. rendent l'intégra- 
tion plus facile. Soit. ».la longitude dela Terre vue 
de la Lune, cette longitude étant comptée du nœud 
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ascendant de l'équateur lunaire; soit æ la longitude 
du nœud descendant de J’orbe lunaire comptée du 
même point, et y J'inclinaison de cette orbite sur 
l'écliptique fixe; en désignant par s la latitude de la 
Terre au-dessus de ce dernier plan, on aura 


tang s' = tang y.sin(v— 4). 


La longitude de la Terre, comptée d’une droite 
fixe sur le plan parallèle à l'écliptique , sera o — 4} ; 
en suivant donc l'analyse du n° 25, et en observant 
que y est un très petit angle dont on peut négliger 
les carrés dans la recherche qui nous occupe, on 
trouvera 


x'=rcosv, Y =r siny, z= ry sin (0 — e), 
valeurs exactes, aux quantités près de l’ordre ;*. 
Les équations précédentes deviennent ainsi 


PROS 7 


o (C-B). [0 sinv+y sin(sma)].sin(s-9), 
Bdg+(A-C):prdi= TL. (A-C).[(ésin v +y sin(s-a)|.cos(s#-p) i 


Cdr + (B-A).pgdt= si (B-A).sin 2(v-?). 


r 


45. Occupons-nous d'intégrer ces équations; con- 
sidérons d'abord la troisième, d’où dépend le mouve- 
ment du sphéroïde lunaire autour de son axe de 
rotation. 

Si la Lune était un solide de révolution , on au- 
rait B = À, et par conséquent r = constante. Ce cas 
wa pas lieu dans la nature, mais on peut toujours 
regarder la quantité B — À comme peu considérable, 
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et comme p et q sont aussi très petits, puisque l'ob- 
servation a prouvé que l’axe de rotation de la Lune 
s'écarte toujours très peu de son troisième axe prin- 
cipal, on pourra négliger le produit (B—A).pq à 
cause de la petitesse de ses trois facteurs. La der- 
nière des équations (2) deviendra donc 


3Lde /B-— A 


dr = gye = -sia a(v — 9). (5) 


L'observation ayant fait voir que la Lune nous 
présente toujours à peu près le même hémisphère, 
ou en a conclu que son moyen mouvement de rota- 
tion est exactement égal à son moyen mouvement 
de. révolution; en sorte que si ce mouvement est 
sujet à quelques inégalités, elles doivent être peu 
considérables. 

Or, si l’on néglige, comme nous le supposons, les 
quantités de l’ordre 6, l'arc ® —+ représentera le 
mouvement de rotation de la Lune autour de son 
troisième axe principal, mouvement qui serait uni- 
forme sans l'action des forces perturbatrices. Si l'ou 
désigne donc par u les inégalités qu'elles peuvent y 
produire, par mt -}c la longitude moyenne de la 
Terre vue de la Lune et correspondante au temps 4, 
longitude qui est égale à celle de la Lune vue de la 
Terre plus une demi-circonférence , on aura 


p—N=m+c+u, 
et l'angle w représentera la libration de la Lune, ou 
l'excès de son moyen mouvement de rotation sur 
son moyen mouvement de révolution. Il ne s’agit 
done, pour déterminer la libration, que de connaitre 
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la valeur de l'angle u. Or, il est facile d'y parvenir 
en introduisant cette nouvelle variable à la place de 
r dans l'équation (3), et en intégrant ensuite l'équa- 
tion résultante. 

En effet, on a, aux quantités près de l’ordre &, 


k> dọ — dy / 71 
See WT TA \4/ 
et par conséquent 
dr msi du 
dé de 


Nous faisons ici abstraction des inégalités séculaires 
qui affectent le moyen mouvement de la Lune , parce 
qu'il n'en résulte aucun terme appréciable dans-la 
valeur de u, et nous regardons par conséquent m 
et c comme des quantités constantes. 

L'angle v représentant la longitude de la Terre 
vue de la Lune et comptée à partir du nœud des- 
cendant de l'équateur lunaire, # — +} sera la même 
longitude comptée à partir d’un équinoxe fixe, 
l'angle devant étre compté, comme nous l'avons 
dit, en sens inverse de l'angle v. Cette longitude est 
égale à mt +c, plus à une suite de sinus et de cosi- 
nus d'angles multiples du moyen-mouvement mt ; on 
aura par conséquent 


v= m + c++. Hsin (ke4 K), 


en représentant par Z. Hsiu (hé 4h), les inégalités 
de:v ordonnées par rapport à mé. 


Cette valeur, comparée à celle de 9 — p, donuc 


e= pmu E, isin (ke), 
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et par conséquent 


sin 2(0—p}——sin 202 cos 2u. £ ,Hsin(At+h") —etc. 


L'équation (3) devient ainsi, en y substituant s 


our? 
P dé”? 
g L /B—A 
Je = 3 A mAy sin au 7 Ce) 3. Hocos2u.sin(At+h'}. 


L'angle u étant toujours une très petite quantité, si 
l'on néglige son carré et ses puissances supérieures, 
on pourra supposer dans cette équation sin 2u== 2u 
et cos 2u== 1; de plus, comme on a, à très peu 


L p . aD - 
près, 7 = m", l'équation précédente deviendra 


a Te tn. (= Lu — 3m° (=): 2.Hsin(4t +4). (5) 


Si lon fait d'abord abstraction des termes sans w, 
on satisfera à cette équation en supposant 
u = K sin (kt + k’), 


et l'on aura, pour déterminer Å, 


k= m. yan ==) 


K et #’ étant deux constantes qui E A arbi- 
traires. 

Si ensuite on désigne par L sin (At +- h’), le terme 
de la valeur de u qui doit correspondre au terme 


5m (© =). Hsin (kt+ »') de l'équation (5), en y 


subetituant cette valeur et en comparant les termes 
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qui ont méme sinus ou mème cosinus, on aura 


— LA" + 5m (= A). (L—H)=o, 


d'où l'on tire 


Ainsi, d'après la théorie des équations linéaires, 
la valeur complète de u sera 


u= Ksin(kt + k°)4+2.Lsin(ht + h’), 


K et £’étant les deux constantes arbitraires qui doivent 
entrer dans l'intégrale finie de l'équation du second 
ordre (5), et le signe Z désignant une suite de 
termes semblables au terme L sin(At + k'), et dé- 
terminés de la mème manière. 

44. Examinons les conséquences qui résultent de 
cette expression. Le premier terme de la valeur de u 
restera toujours peu considérable si l'arbitraire K est 
supposée très petite, et par conséquent la partie de la 
libration de la Lune qui dépend de l'état initial du 
mouvement sera toujours insensible. Jusqu'ici, les 
observations les plus précises ne paraissant indiquer 
aucune trace de cette inégalité, il en faut conclure, ou 
que la constante K était nulle à l’origine du mou- 
vement, ou que du moins son influence a été annulée 
depuis par leffet de quelque cause étrangère. Cette 
remarque est analogue à celle que nous avons faite 
dans le n° 13, relativement à la Terre. 
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On a, par ce qui précède, £ = m. V5 lem 


m représentant le moyen mouvement de la Lune 
dans l'unité de temps; la durée de la période de 
l'argument dont il se sera donc d’un mois sidéral 


divisé par st A, Nous verrons bientôt que 


ce diviseur est une Sk petite quantité, et que des 
observations récentes sur lesquelles on peut compter 
donnent, à très peu près, 0.0018 pour sa valeur. 
Cette durée, dans ce cas, n’excéderait pas deux années; 
il sera donc facile, par des observations faites à des 
intervalles de temps assez grands pour que la varia- 
tion de l'angle Az soit sensible, de reconnaitre si le 
coefficient K a ou non une valeur appréciable. 

Au reste, il faut observer que ce premier terme de 
la valeur, de u sert à expliquer, par la théorie, com- 
ment il se fait que la Lune nous présente toujours le 
même hémisphère, sans qu'il soit besoin de suppo- 
ser que la vitesse primitive de rotation, imprimée à 
cet astre, a été exactement égale à sa vitesse de révo- 
lution autour de la Terre, ce qui paraît en effet infi- 
niment peu vraisemblable. Pour le faire voir, remar- 
quons quen faisant abstraction de l’inclinaison de 
l'équateur lunaire à l'écliptique, on a, par le n° 45, 


aO EEN, T +m; 


r représente la vitesse de rotation de la Lune autour 
de son troisième axe principal; on aura, par suite, 


frdt= mt +404 u. 
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Cette intégrale exprime le mouvement de rotation 
de la Lune; et comme u n’est composé que de termes 
périodiques, on voit que le moyen mouvement de 
rotation etcelui de translation sont parfaitement égaux 
entre eux, sans qu'il soit pour cela nécessaire que 
les mouvemens de rotation et de révolution de la 
Lune aient été égaux à l’origine du mouvement. En 


pa Le ` 3 dl 
effet, en différenciant et substituant pour = sa va- 


leur, on a 
AA A \ # 4 
r=m+mK. |) 3.( = ).cos(kt +R) +2. Lkcos(fX). 


En sorte que comme K est arbitraire, la vitesse 
primitive de rotation de la Lune peut être supposée 
quelconque; et il sufit, pour que les moyens mou- 
vemens de rotation et de révolution aient dans la 
suite toujours coïncidé, que cette vitesse ait été 
comprise entre 


m+nmK. VEN et m—mkK. V3 ; 


Ces limites sont trés resserrées, il est vrai, et elles 
s'éloignent peu de la valeur moyenne m, à cause 
de la petitesse de la constante K et du coefficient 


vV 3. (25) ; mais elles suffisent pour faire dispa- 
raître l’invraisemblance qu'il y a à supposer, à Fori- 
gine du mouvement, une parfaite égalité entre le 
moyen mouvement de rotation de la Lune et son 
moyen mouvement de révolution. 

Pour que la libration en longitude demeure tou- 
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jours peu considérable, comme l'observation l'in- 
dique , il faut que les coefticiens L, etc., des différens 
termes de la valeur de x, soient supposés très petils, 
ainsi que le coefficient K; mais cette condition ne 
suffit pas, il faut de plus que les valeurs des cons- 
tantes k, A, etc., soient toutes réelles; car autrement 
quelques-uns des sinus ou cosinus qui entrent dans 
l'expression de u se changeraient en arcs de cercle 
ou en exponentielles, et la valeur de u pourrait 
croître indéfiniment, ce qui est contre l'hypothèse. 
Léf valeurs de A et des autres coefliciens semblables 
sont réelles de leur nature; mais pour que celle de k 


le soit aussi, il faut que soit une quantité po- 


sitive, c’est-à-dire que l'on ait B>A. Or, A est le 
moment d'inertie qui sc rapporte à laxe principal de 
l'équateur lunaire, qui est constamment dirigé vers 
la Terre; en effet, cet axe est celui qui forme l’angle 
® avec l'intersection . de l'équateur lunaire et de Vé- 
cliptique, tandis que la projection du rayon vec- 
teur mené de la Lune à la Terre, forme l'angle v 
avec la même ligne. v — @ est toujours, par ce 
qui précède, un très petit angle; le premier axe 
principal de la Lune est donc toujours, à très peu 
près, dirigé vers la Terre; et il est naturel par con- 
séquent de supposer que l'équateur lunaire s'est 
allongé dans ce sens par l'effet de l'attraction de la 
Terre, en sorte que le moment d'inertie A, qui se 
rapporte à l'axe de l'équateur dirigé vers la Terre, doit 
être plus petit que le moment d'inertie B, relatif au 
second axe principal situé dans le même plan. 


DU SYSTÈME DU MONDE. 285 


Quant aux coefliciens K, L, etc., comme le pre- 
mier K est arbitraire, sa valeur- peut être supposée 
aussi petite qu’on voudra ; mais pour rendre en même 
temps très petite celle de L, il faudra supposer une 

` à. a n. B—A 
valeur très petite à la quantité TC 
effet, d'après l'expression de L, que ce coefficient 
pourrait devenir sensible si H avait une valeur assez 
grande, ou si la valeur de k était peu différente de 
ni. Vs), ce qui rendrait très petit le déno- 
minateur de cette expression. 

45. Nous avons désigné par Z.H sin (t+) la 
somme des termes périodiques de la longitude vraie 
de la Lune: le premier de ces termes, ou l'équation 
du centre, est celui qui a le plus grand coeflicient; en 
le supposant représenté par Hsin(ht+H), on a, par 
la théorie de la Lune, H= 22682", k° =m" .0.98317; 
on aura donc, en vertu de ce terme, 


. On voit, en 


d'où l'on tire 
B — A 0".52752.L 


C = 


La valeur de L doit-être peu considérable, puisque 
le terme de la valeur de u qui en dépend n’a pu 
être reconnu par l'observation. Il est probable, vu 
la précision des observations modernes, qu'elle 
n'excède guère un demi-degré ; si l’on suppose donc 
L==32 ou 1920", on aura 


286 THÉORIE ANALYTIQUE 


sr — 0.025575, fr = — 0.030306. 

La valeur de B— A devant d’ailleurs être néces- 
sairement. positive, il en résulte qu'elle est. au- 
dessous de 0.025575, et que L est négatif. 

Parmi les termes de l'expression de u qui peuvent 
devenir sensibles en acquérant de très petits divi- 
seurs, le plus considérable est celui qui dépend de 
l'équation annuelle; il suffira donc d'examiner l'effet 
de ce terme. Si l’on suppose que H sin(ht+ h’) re- 
présente cette équation, kt+ h' étant ici l'anomalie 
moyenne du Soleil, on aura, par la théorie de cet 
astre, H= 669" et h= »1.0:0748, et par consé- 
quent = m".0.005595; on aura donc, en vertu 
de ce terme, 

B (5). 669" 
L == EREE ET SA 
0.005595 — AE 
d'où l'on tire 
BEA 0",001865.L 
Se ne 669" 

Puisque les observations n'ont point fait recon- 
naître le terme de la valeur de u proportionnel à L, 
ce coefficient doit être peu considérable; si l'on sup- 
pose en conséquence E = Æ 1920", on aura 


B— A = 
-~o —0:.001883r, BEA #0. SEER 


Ainsi, dans le cas de L négatif, les deux limites 
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de Jaz à sont zéro et o.0013831, et, dans le cas de B 
positif, 0.002862 { et œ ou 0.0028624 eto .025575, 
puisque nous venons de voir que Bipi ne pouvait 
pas dépasser cette dernière limite. Nous verrons 
tout à l'heure que la valeur de ee est moindre que 


0.0006 ; elle est donc comprise entre zéro et 
0.0013831, et par conséquent L est négatif, 
Si Ton substitue dans la valeur précédente de L, 


B— A s + J 
pour —— la dernière limite que nous venons d’as- 


signer à cette quautité, on trouvera, relativement 
à l'équation du centre, L=—41", et relativement à 
l'équation annuelle, L=—517". Ce sont les limites de- 
ce coefficient, et par conséquent celles des argumens 
qui en dépendent dans la valeur de 4. Or, le der- 
nier arc, vu de la Terre sur la surface de la Lune, 
ne s'élèverait pas à.1",5; cest la seule partie de Ja 
libration qu'on puisse espérer de rendre sensible par 
les observations; et si l'on parvenait à la détermi- 


FT B— A A 
nery ‘on en déduirait la valeur de ee mi n’est 


pas encore connue d’une manière positive ; mais 
sa petitesse rend cette appréciation très difficile, 
MM. Bouvard ct Nicollet, par la discussion de 174 
observations de la libration de la Lune en longitude, 
ont trouve le coefficient de l'inégalité dépendante de 
l'équation annuelle, de 4'45", d'où l’on conclut 


E— À 


= 0.0005507. 
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Si l'on détermine, d’après cette valeur, le coeffi- 
cient du terme de u qui dépend de l'équation du 
centre de la Lune et qu’on joigne ce terme à celui de 
l'équation annuelle déterminé par l'observation, on 
aura 

u = — 285" sin l— 39 sin l', 


l étant l'argument de l'équation annuelle de la Lune 
et /’ celui de son équation du centre. 


pate B— À 
La valeur précédente de ré s'accorde avec la 


limite que nous avons fixée à cette quantité, et qui 
a été conclue de la libration de la Lune en latitude, 
plus facile à observer que la libration en longitude. 
Cependant, il reste encore de l'incertitude sur ce 
résultat, et il est à désirer que de nouvelles observa- 
tions ajoutent à son exactitude. 

46. Occupons-nous maintenant du mouvement des 
nœuds et des variations de l’inclinaison de l'équateur 
lunaire. Pour déterminer les mouvemens de ce plan, 
il faut connaître les angles 4} et ĝ d’où dépend à chaque 
instant sa position par rapport à l'écliptique fixe : or, 
l'angle 4 est douné en fonction de @ et du temps ż, 
au moyen de l'équation (4); il ne nous reste donc 
à déterminer que les angles 8 et @. Pour y parve- 
nir, il convient de leur substituer de nouvelles: va- 
riables qui facilitent l'intégration des équations d'où 
leurs valeurs dépendent. On conçoit en effet que si 
Von choisit ces variables de manière à ce quelles 
soient astreintes, par la nature même de la question, 
à demeurer constamment très petites, On pourra, 
dans la première approximation , négliger les termes 
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où elles se trouveraient- multipliées entre elles ou par 
leurs différences, et l’on n’aura plus à considérer que 
des équations linéaires, les seules qui puissent, 
comme on sait, s'intégrer dans tous les cas, quel que 
soit le nombre des variables qu’elles renferment et 
le degré de leur différence. Ces conditions sont fa- 
ciles à remplir dans la question qui nous occupe; 
car, comme nous avons supposé l'inclinaison 8 de 
l'équateur lunaire à l'écliptique fixe toujours peu 
considérable , il suffira , pour y satisfaire, de substi- 
tuer aux variables @ et 6, des variables analogues à 
celles que nous avons déjà employées dans un cas 
semblable, n°34, livre 1°. 
Soient donc 


s = tang ĝ.sin ọ, s' = tang 8. cos @. 


En différenciant et négligeant le carré de 8, on aura 


dsa Miia dû de 
nm = SM. + 8 COS Per 
ds de 


do è 
Te = a Pr — b sin p.p 


Les équations (a) du n° ı donnent 


dê k 
& — — p cos ® + gsm, 
ne = psin® + gcos@ + r tang 8, 


Substituons ces valeurs dans les équations précé- 
dentes; on trouve 


g 


d. | 
L =" +4, D = TS —P (6) 


Tone Il, 19 
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d'e 
de 
d's 


Ba TU 


l 


{Sn 
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d'où , en différenciant , on tire 
ds ds idr 
pä ji AR Y 


m 
ra tm So nr 


. a r 14 d 
Si l’on remplace dans ces équations £ et "T bar leurs 
P q di a P 


valeurs tirées des équations (2), et qu'on observe 
qu'on peut supposer r constant ct égal à m dans 
les termes multipliés par les quantités très pelites 
sets’, et par leurs différences, et qu’on peut né- 


à f Pon i dr 
gliger par la même raison les différentielles s. +, 
, dr 
s'. Ts On aura 


I w+ ~- m): mp= — sL .[Psine+ysin(s-2)].co8(#0) , 


RE n=; (= 5) [ésinv+-ysin(s-«)].sin(s-p) , 


ou bien, en mettant pour p etg leurs valeurs tirées 
des it (6) : 


I À 


v est la longitude de la Terre vue de la Lune, et räp- 
portée au nœud descendant de l'équateur lunaire; 
v— a est la mème longitude comptée du nœud as- 
cendant de l'orbite lunaire, en sorte que y sin (v—x) 
est la latitude de la Terre vue de la Lune. Si l’on 
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ar BON mé. =) Dsinv+ysin(v-2)].cos(»-p), 


B- , 3L /B- 
A+B- LC) d B-CN mts D. T C ésinv+ rau( ea} sin(s-9)\ 


\ 
j 
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L ; + 
remplace = par m* dans ces équations et qu'on ob- 


serve que 


tang ê sin v = tang ô cos@ sin (»—@) + tang ê sin pcos(s — ọ) 
= s sin (v —Ẹ) +s cos(v— Q), 


elles deviendront 


A EE T a ie 


É 


B 
X [s sin (v —g) + scos(v—p) +7sin(#—2) ].cos(r—9), 


ds’ A+ B—C ds BC sa 3 a B= 
Te C5) 7 — ( à mi = 3m (= 


>XCCs’ sin(s—9) + scos(v—p) + sin (v—x)].sin(v—p). 


L'angle v—ọ étant toujours, par ce qui précède! 
peu considérable, sin (v — æ) est une très petite quan- 
tité dont on peut, sans erreur sensible dans les se- 
conds membres de ces équations, négliger le carré 
multiplié par les quantités très petites s ets’; on 


aura ainsi 


ds À + B—C D A—C nag s [AmC 

DE a J" (5 — ) mt 3m en 

EE PES cos(»—#), 

+ (Hé C\ _ds B—C + et ý 
msm (E 


T — | —— 


dt 
Xx [s cos (v— 9) + y sin(v — a)].sin(v—9). 


r+ 


47. Occupons-nous d'intégrer ces équations. Si l’on 
fait d’abord abstraction de leurs seconds membres, 


elles deviennent simplement 
19.. 
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d's A+B—C ds’ fA— C r 

a — ( E F MT 4 À Lt PE 
ds! A+B—C ds /B—C\ y (8) 
E (= MTS = ).m s'=0.| 


Pour satisfaire à ces équations, supposons 
s==Msin(lt+k), s' =M cos (lt + A). 


Ces valeurs, substituées dans les équations précé- 
dentes, donnent 


Me — (tt E za: Mi Em .«mM =0, 


Ma (i ti ©). mMl + CE .mM'=0. 


De la seconde de ces équations , on tire 
(Ci BC -mi 


M' = 


= n M (9) 


Cette valeur, substituée dans la première, donne 


ER Su 
a — = Cr S mn 0. (10) 
mE ( B 


Les équations (9), (10) serviront à déterminer les 
constantes M' et l; les deux autres constantes M et 
k demeureront arbitraires. 

Silon ordonne l'équation (10) par rapport à Z, 
on aura 
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TOR, LE COTE J'en (a 


équation qu’on peut “pe SM comme une équation 
du second degré, et qui donnera pour / deux valeurs. 
Désignons la première par ¿ et la seconde par l; on 
aura, par la théorie des équations linéaires, 


s = M sin (A+ l) HN sin (l't + k’), 
s'= M'cos (4 -+ k) + N' cos (l't +"), 


en supposant, pour abréger 
pp » P , 


fAHB—C\, (B A+B—C 
PU ES i 
SP E EE) m’ AA, NT p- Sri m’ TN 
LAN? VX 2 


Ces valeurs de s et s’ renferment quatre arbitraires, 
M,N, k, k’; elles sont donc les intégrales complètes 
des équations (8). 

48. Reprenons maintenant les équations (7). La 
quantité ù sin (v— æ) représente, comme nous l'avons 
dit, la latitude de la Terre vue de la Lune, latitude 
qui est égale et de signe contraire à celle de la Lune 
vue de la Terre. Sa valeur peut se développer, d’après 
les formules du n° 25, liv. Il, en une suite de sinus et 
de cosinus des multiples du moyen mouvement mt ; 
il en est de même des trois quantités sin v, sin (v—) 
et cos(v—®); en substituant donc ces valeurs dans 
les équations (7), leurs seconds membres se trou- 
veront composés d'une suite de termes semblables, 
et chacun d'eux produira, dans les valeurs de s et 
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s', un terme correspondant qu'on déterminera de la 
manière suivante : 
Soit Hsin(A£ + h’) un terme quelconque du déve- 
| l à q g 
loppement de [s’sin(v—@)+7 sin(v—4)].cos(v—#), 
| ht désignant ici un multiple quelconque de mt, et H 
1 et X’ étant des fonctions données des élémens de 
| l'orbite lunaire ; et soit H' cos (ht -+ h’) le terme du 
| développement de [scos (v-p)}+7sin(v-a)].sin(v-@) 
qui lui correspond , c’est-à-dire qui a même argu- 
| ment hi; on aura, en ne considérant que ces 
| termes , 
“ A+B-C\ d , fÀ-— - À : 
T — (H ) mp 4h R Jms =m (ES) n sin(At + h’), 
trs ds /B-C 
| T A r 
On satisfait à ces équations, en supposant 
s = P sia(ht-+ W), s' = P’ cos(ht +R). 
Si lon substitue ces valeurs dans les équations 
précédentes , on trouve, pour déterminer P et P’, 


m's =3m (ES) H'eos( hi k’). 


— Ph H — iT S) mPa ($E .m(4P+5H)=0, 
| pe (O nr (7S) (P3H) —0, 


d'où l'on tire 


P EEOSE EAN mAH 


De a[o] .m rs ss à CL m'AH 
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en faisant: pour abréger, 


D= LS a RO) mp [+ un ] [a+4. es <)m ] 


Chacun des termes des produits 


[s'sin (0 — p)+ y sin (v—a)].cos (v —@) 
et 

[scos (0 —@)+ysin(u— a) j.sin (e — 9) 
introduira dans les valeurs de s et s' des termes semn 
blables, et l'on aura les valeurs complètes de ces 
quantités en prenant la somme de tous ces termes, et 
en JET les valeurs de s et s' qui ont lieu lors- 
qu'on suppose nuls les seconds membres des équa’? 
tions (7). On trouve, de cette mamière, 


s =M sin) sin(l't+%")+-Psin(ht+2")}+ete., 
s'=M'cos(li-+k)+Ncos(l'i+k)+Pcos th )Hetc., 
M, N, k, k' étant des constantes arbitraires. 

49. Ces valeurs satisfont aux équations (7)dans toute 
leur étendue ; elles doivent donc renfermer les lois 
de la précession des équinoxes lunaires et de la nu- 
tation de son axe de rotation. Mais avant d'en exa- 
miner les conséquences, il est bon de faire quelques 
observations qui en restreindront la généralité. 


Nous avons dit, n° 45, que Pe 


était toujours 
une quantité très petite; on verra bientôt qu’il en est 


A CA + À 
de même de -g y en sorte que si Fon fait 
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ce qui donne À = C.{1 — i) et B—C.(1 = 7), iet à 
seront de très petites quantités dont on pourra né- 
gliger les carrés et le produit. Si l’on substitue ces 
valeurs dans l'équation (11), elle devient 

ir 


itai—i z) . gui Pr 
ee CEE mb + ri = 0, 


équation qui donne, en la résolvant par approxima- 
tion, 


Pam CO] 


2(1—i— Ù) 


On tire de là ces deux valeurs, l= m’ -+ 3im* et 

l = 4im*; on aura donc, en prenant pour / et l’ les 
; , P P 

deux racines positives de ces équations, 


I=m+iin; ll'=omVx, 


ou bien, en remettant pour x et 2! les valeurs que 
ces lettres représentent, 


L=m—im( =m. V 70-80, 


Ces valeurs substituées dans les équations (12) don- 
neront, en observant que č et 2’ sont de très petites 
quantités , 


MM, N'=— 2 EZEN. 


Les valeurs de s et s' deviendront ainsi 
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s =Msin (#4 k) + Nsin(7t à an (ht+ }h) +Letc. 
s'= M cos(/t + #6) + 2. ès = =-Neos(44")+P" cos(At+h")+ete, 


Si, dans une première approximation, on néglige 
dans les équations différentielles (7), les produits 
de l'angle ov —@ par les quantités s, s' et y, le se- 
cond membre de la première de ces équations se ré- 
duira à 5m (ÈS .ysinto—s) et celui de ladeuxième 
à zéro; Hsin(ht+ K) + etc. représentera donc dans 
ce cas la latitude de la Lune développée en fonction 
des sinus et des cosinus du moyen mouvement mt. 
Le terme le plus considérable de cette valeur est celui 
qui dépend de l'argument de la latitude: en ne con- 
sidérant que ce seul terme et en le supposant repré- 
senté par H sin(kt-+ k"), on aura les valeurs qui en 
résultent dans s et s’, en faisant H'—0o dans les 
équations du n°48, d'où l'on conclura P et P’; les va- 
leurs de s et s’ se réduiront ainsi aux suivantes : 


s =Msin (+k) +N sin (Vt -4 k) -+P sin (44h), 
s =Mcos(lt +k) +2. PEE Ncos(l t4-k')-+P'cos(%t-+4'). 


5o. Examinons maintenant ce qui résulte de ces 
intégrales par rapport aux déplacemens de l'équateur 
lunaire. 


On a, par le n° 46, 
b= tang ô sin &, s! = tang À cos ® j 
doù l’on tire 


tang ® mE , tang b= Vs + s”. 
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Si, à la place de s et s’, on substitue leurs valeurs, 
on aura ainsi 


tang g MUDAN Psin MEA) 


{AC ARE, A? 
Mcos( ltk) +2. V gC eos +R )+P'cos(At+A") 


et en supposant pour abréger 


: AC fa Kia t 

TA ea = L; N.(+ + pà =k, 
il est aisé de voir, n° 66, livre I, que la valeur 
précédente pourra prendre cette forme 

tang(® — At - h) = 


Msin[(Æn)t+k-n]+Lsin((/-2)t48 RE Ksin[ (2 + h)t+k +7] 
P+Meos[(2-h)eFk- WT + Lcos[('-h)t+ FT K cos (7 HET FKT 


Si l'on suppose d'abord nulles les deux constantes 
Met N, cette équation donnera 


g=ht+# où p=180+ht+ h, 
selon que P sera une quantité positive ou négative. 
Voyons quelle est celle de ces deux valeurs qui s'ac- 
corde avec les observations. 

L'angle mt+ «+ est la longitude du rayon vec- 
teur mené de la Lune à la Terre, comptée à par- 
tir du nœud descendant de l’équateur lunaire; 
180° + ht + h est l'argument de la latitude de la 
Lune, et par conséquent At hla distance de la 
Terre au nœud ascendant de l'ôrbe lunaire; mi-e- 
—ht—h" exprime donc l'angle compris entre lenœud 
ascendant de l'orbite et le nœud descendant de l'é- 
quateur de la Lune. Or, on a, par ce qui précède, 
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®—=ht+h et ọ— y4 =m e-u, 


u étant une très petite quantité qui exprime la libra- 
tion de la Lune en longitude , et qui n’est composée 
que de termes périodiques. Si l’on néglige ces termes, 
on aura 


mi4- c+ —ht—h' = me 4+4— o= 0; 


d’où il suit que le lieu moyen du nœud descendant de 
l'équateur de la Lune coïncidera exactement avec le 
lieu moyen/de l'orbite, résultat qui s'accorde avec la 
théorie fondée sur les observations faites par Cassini 
et répétées ensuite par Mayer et Lalande. 

Dans le second cas, on a 


= 180°+ht+ h'; 


on aura donc 


mt- c44 — hi h = 180, 


et le nœud ascendant de l'équateur lunaire coïnei- 
dera par conséquent alors avec le nœud descendant 
de l'orbite. Ce cas pourrait, comme on voit, avoir 
également lieu; ii suffirait pour cela que P füt une 
quantité négative; mais comme le premier résultat 
s'accorde exactement avec les observations, il faut 
‘en conclure que la valeur de P est positive. 
Considérons actuellement l'expression générale de 
tang(@—ht—h"). Il est aisé de voir que l'angle 
p — ht — h' ne pourra jamais atteindre l'angle droit 
en plus ou en moins, si le dénominateur de cette: ex- 
pression est constamment de même signe et plus 
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grand que zéro. En sorte que ® sera dans ce cas égal 
à ht h plus ou moins un angle toujours moindre 
que 90°, et par conséquent la valeur moyenne de 
@ sera encore alors hé+-h'. Si, au contraire, ce 
dénominateur pouvait devenir nul, la valeur de 
tang(®—ht—h") deviendrait infinie; l'angle @—ht—h' 
dépasserait alors 99°, il pourrait même, par la suite, 
devenir égal à une ou plusieurs circonférences, et 
il ne serait plus possible par conséquent d'assigner 
dans ce cas aucune limite à ses, accroissemens. 

Or, les observations ayant fait voir que le nœud 
descendant de l'équateur de la Lune ne s'éloigne 
jamais que très peu du nœud moyen ascendant de 
son orbite, et quainsi @—ht—4h' est toujours 
un angle peu considérable, il en résulte que lex- 
pression 


P-Mcos[(2-2).4446-2"]+L.cos[(/ 2). -K ]+K .cos[} +2). Hk] 


ne doit jamais devenir nulle, quels que soient les an- 
gles (L— A) t-++k— k, etc., ce qui exige que cette 
quantité ne change pas de signes, et que par consé- 
quent la valeur de P soit plus grande que la somme 
des coefficiens M, L’, K, abstraction faite des signes 
de ces quantités. Nous avons vu que lorsque M, L, 
K sont nuls, P doit être une quantité positive; il 
faut donc, dans le cas général, que P aitune valeur 
positive plus grande que la somme des valeurs de 
M, L, K, pour que ® — ht—h soit un angle toujours 
moindre que l'angle droit ; et il faut en outre que les 
quantités M, L, K, et par conséquent M et N, 
soient très petites par rapport à P, pour que l'angle 
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@— ht —k soit toujours fort petit, comme l’obser- 
vation l'indique. Or, comme M et N sont arbitraires, 
cette dernière condition est toujours facile à remplir, 
et doit être considérée comme une donnée fournie 
par les observations. 

Si l’on fait —ht—h' +, en sorte que g—ht+h'+, 


on aura 
d=g—-m—c—u=ht+h—mt—c—u+é 


pour la longitude du nœud descendant de l'équateur 
lunaire. Or, mtc—ht—h' est le lieu moyen du 
nœud ascendant de l'orbite; on aura donc le lieu 
vrai du nœud descendant de l'équateur lunaire, en 
retranchant le lieu moyen du nœud ascendant de 
l'orbite de l'angle £—u, u étant la libration réelle 
de la Lune en longitude, et č un très petit angle 
déterminé par l'équation 


Msin( (2-4). 4-h"]+Lsin[(Z-2).44 4h) Ksin[(Z HA) tH +27 


s= P-4M.cos[(h) A] + Leo RAT Ko CHA HAT 


Considérons maintenant l'expression de linclinaison 
de léquateur lunaire sur l'écliptique fixe. Si l’on 
ajoute les carrés des valeurs de s et s', en observant 
que 


 N—=K<+EL et a VÈTTN=K-L, 
on aura 
nf PHM? HL°K?-42.MP.cos[ (4 A)t-4k-}']+2.ML.cos[(¥ -114k -k] 


— 2.MK.cos[(2 4i) 4] +2.PL.cos[(7-4)t+k'-h'] 
— 2.PK.cos[(/'+h)c+k -Hk j2 LK.cos 2 (74k). 
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Nous venons de voir que pour que 9—ht—h" 
soit constamment un très petit angle, les constantes 
M, L et K doivent être très petites, par rapport 
à P; l'inclinaison 6 est donc, à très peu près, cons- 
tante et égale à P. Ainsi donc, la coïncidence des 
nœuds de l'équateur et de lorbite lunaire et l’inva- 
riabilité de inclinaison du premier de ces plans à 
l'écliptique ne sont pas deux phénomènes isolés dans 
le système du monde ; ils résultent l’un de l’autre par 
la théorie de la pesanteur, comme ils sont donnés 
simultanément par l'observation. 

On voit, par ce qui précède et par ce que nous 
avons dit n° 44, que dans la théorie de la libration 
de la Lune, on peut regarder comme nulles, ou du 
moins comme insensibles, les constantesarbitraires qui 
dépendent de l’état initial du mouvement, Nous 
avons remarqué semblablement, dans le n° 13, que 
les observations les plus précises n'indiquaient, dans 
le mouvement de l'équateur terrestre, aucune inéga- 
lité dépendante de la même cause. Ce résultat doit 
sans doute être étendu à toutes les planètes; et Pon 
conçoit en effet que l'influence de l'impulsion primi- 
tive qu'ont reçue les corps célestes, sur les perturba- 
tions de leur mouvement uniforme de rotation 
autour de leur centre de gravité, a dù être depuis 
long-temps anéantie par les frottemens et les résis- 
tances qu'ils éprouvent; en sorte qu'il ne subsiste 
plus aujourd'hui que celles qui ont une cause per- 
manente. 

51. Nous allons maintenant reprendre en détail les 
différens termes des expressions générales de s et s’ 
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et en déduire, comme nous l'avons fait relative- 
ment à l'expression de la libration en longitude, 
les données qu’elles fournissent sur la constitution 
du sphéroïde lunaire. Tl est évident d’abord que pour 
que les valeurs de s et s’ demeurent constamment 
très petites, comme les observations l'indiquent, il 
faut que les coefligens M, N, M’, N’, P et P’ soient 
très petits, et qu& de plus, les coefficiens l, l, 
h, etc., soient réels. Or, les quantités k, etc., sont 
réelles de leur nature; mais pour que les valeurs de 
l et l le soient aussi, il faut que les racines de l’é- 
quation (10) soient non-seulement réelles, mais en- 
core positives, ce qui donne les trois équations. de 
condition suivantes : 


Apep A EC) A BL XC) Bo, 
(A+-B-C):-4.(A-C).A-(A-B).B>16.(A-C).(B-C).AB, 
(A—C).(B—C) > 0. 


Si l’une de ces conditions n'était pas satisfaite, les 
valeurs de s et s’ renfermeraient le temps £ hors des 
signes sinus et cosinus, et pourraient augmenter in- 
définiment, ce qui est contraire aux phénomènes 
observés. La dernière montre que le produit 
(A—C).(B—C) doit toujours être positif, ce qui 
exige que C soit le plus grand ou le plus petit des 
trois momens d'inertie À, B, C. Or, C est le mo- 
ment d'inertie qui se rapporte au troisième axe 
principal de la Lune, celui autour duquel elle 
tourne; il est donc naturel de supposer qu'il est 
plus grand que les momens d'inertie À, B, qui se 
rapportent aux axes principaux situés dans l'équateur, 
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puisque la Lune a dù nécessairement s'aplatir dans 
le sens des pôles par l'effet du mouvement de rota- 
tion. Nous avons déjà vu, n° 44, que B— A doit 
être une quantité positive pour que la libration de 
la Lune en longitude soit toujours peu considérable; 
C est donc le plus grand, et A le plus petit des 
trois momens d'inertie du sphéroïde lunaire. 

52. Reprenons les équations (%), n° 46 ; en remar- 
quant que a est un fort petit angle, on peut les écrire 
ainsi : 


= Cae e ds 26) Pan Si S). (847 ).sin(r-x). coste) 


d's! (A+B-C) i /B-0\ as 3L /B-Q\, 
Ji A "y RT r T (T) 8-4) -sin(v=2). sin(s=-p)") 


(13) 


Les seuls termes de ces expressions qui puissent 
devenir sensibles sont ceux qui dépendent de l’argu- 
ment moyen de la latitude, à raison de leur grandeur, 
et ceux qui acquièrent par l'intégration de très 
petits diviseurs, circonstance qui peut les rendre 
considérables, quoique très petits par eux-mêmes. 
Voyons ce que deviennent dans ces deux cas les quan- 
tités que nous avons désignées généralement par P 
et P'. Si, dans une première approximation, on né- 
glige les termes des seconds membres des équations 
précédentes qui dépendent des angles b et v—® qui 
sont de très petites quantités , le second membre de 
la première des équations (13) se réduit à 


5m (2) .y sin (e —«), 


et celui de la seconde à zéro. 
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On a vu, n° 48, que ysin(v—«) représente la 
tangente de la latitude de la Terre vue de la Lune, 
et æ la longitude du nœud ascendant de l’orbe lunaire 
comptée d’une ligne fixe. Ce point a un mouvement 
rétrograde sur le plan de l'écliptique fixe, et en dé- 
signant par —amt +g la partie moyenne de ce 
mouvement qu'il nous suffira de considérer ici, et 
substituant pour v la longitude moyenne mt+c de 
la Terre vue de la Lune, on aura 


y sin(v — a) = y sin[(r + a)mt4 6]. 


Nous avons représenté, n° 48, par Z.Hsin (ht+h") 
la somme des termes périodiques du second mem- 
bre de la première des équations (7); en suppo- 
sant donc que Hsin(ht+h') est le terme de cette 
suite que nous considérons, on aura 


H= y, h=(i+a)m, 
a étant une très petite quantité dont on peut négliger 
le carré. Si l’on substitue cette valeur de À dans D, et 
qu’on néglige les termes de l’ordre a*, on pourra 
Jui donner cette forme 


D et C 


.[2Ca+5.(A—C)].mt—6A. = S), am. 
On peut négliger le dernier terme de cette expression, 
a cause de la petitesse de ses deux facteurs, et en 
faisant H' = o dans les valeurs de P et P’, on aura, 
à très peu près, 
=. 15e), 
PERS tes) 
Tower Il. 20 
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Tous les termes des valeurs de s et s’ qui acquièrent 
de petits diviseurs par l'intégration , ont été discutés 
avec: soin, en tenant compte des principales inéga- 
lités de la Lune du premier et du second ordre, 
par rapport à l'inclinaison et à l’excentricité de son 
orbite, et l’on a reconnu que le seul d’entre eux qui 
puisse devenir sensible est celui qui dépend de la lon- 
gitude du périgée lunaire. L'inégalité qui en résulte 
a une période d'environ six années; elle dépend de la 
seconde approximation, c'est-à-dire qu'elle est du 
second ordre par rapport aux quantités 8, y ete, 
en désignant par e l’excentricité de l'orbe lunaire. 
Pour la déterminer, reprenons les équations (13); en 
remarquant que æ, désignant la longitude du nœud 
ascendant de l'orbite de la Lune, comptée du nœud 
descendant de son équateur, est un très petit angle 
dont on peut faire abstraction, on aura 


Dr RO ne 5 {5 mes - Aen. sinv.cos(v-®), | 
Le C9 re da. EAN, m =a ) C4). sinv.sin(s-#). AM 


Par les formules du mouvement elliptique , on a 


r 

z = — e cos(mi +c — w), 

e= mte — N- 2e sin(rmt+c—0), 
e étant lexcentricité et I la longitude du nœud as- 
cendant de l'orbe lunaire, mt+-c la longitude moyenne 


de la Terre vue de la Lune, et la longitude du pé- 
rigée de l'orbite qu’elle est supposée décrire, ces trois 
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longitudes étant comptées sur le plan de Pécliptique 
à partir d’une ligne fixe. De ces équations, en n'ayant 


égard qu'aux termes qui dépendent de la première 
puissance de e, on tire 


5 BEN =E [15e cos(mt + e= w], 
sino=sin(rnt#c-[l)+2e cos(mt+c-)sin( mi-e =w), 


On peut d’ailleurs, comme »-— est un très petit 
arc, négliger son carré dans les seconds membres des 
équations (14), où, ce qui revient au même, le subs- 
tituer à la place de son sinus, et supposer son cosi- 
nus égal à l'unité. Or, l'expression de cet arc cori- 
tient, d’après le n°43 , leterme 2e sin(mt + © —) ; 
on aura donc 


cos (o—ph=t, sin(v—çp)=2esin (mec). 


En vertu des valeurs précédentes, le second 
membre de la première des équations (14), en ne 
considérant que les termes de l'ordre des excentri- 
cités de l’orbe lunaire, devient 


(5) (8+).[2ecos(mt+c-Msin(mt-kc-s)ES4sin(rmte-r1)], 


ou bien, en négligeant les termes périodiques, 
3L /A—C 3 
7 (=) (8+ y).esin (wT). 


On verra, de la même manière que le second membre 
de la deuxième de ces équations se réduit à 


= ESN: (8 +y). [2e sin (mt c—11).sin (mt 44 c — o)],; 


20. 
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ce qui donne, en'négligeant la partie périodique, le 
terme 


$ (+ =. (9 -+-7) -ecos (w— TI). 


Il faut substituer. ces valeurs dans les équations (14); 
mais pour ne rien laisser à désirer sur cet article, 
nous observerons que y sin(v—*) exprime, n° 52, la 
latitude dela Terre vue de la Lune, qui est égale et de 
signe contraire à la latitude de la Lune. Or, l'expres- 
sion de cette dernière latitude contient, dans la partie 
qui est due à la force perturbatrice , une inégalité de 
cette forme 
— j ey.K.sin (w — N), 


laquelle produira, dans le second membre de la pre- 
mière des équations ( j , leterme suivant: 


= e .e y-K.sin(w— II), 


qu'il faudra Sue au terme déterminé plus haut. Les 

7 5 ; L . 
VA t 

équations (14), en observant quon a m° =", devien 


dront ainsi 
e.i a ds dise Jim Te CF Nlln H Kesin, 
re ARE me LES mam (HS) G+necoste-n). 


L'action du Soleil fait varier les nœuds et le péri- 
gée de l'orbite lunaire; le mouvement du périgée 
estdirect; désignons par bmt-f'sa longitude moyenne 
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comptée à partir d’une ligne fixe; le mouvement des 
nœuds étant rétrograde, soit comme précédemment 
— amt+g la longitude moyenne du nœud ascendant 
comptée de la même ligne; w représentant Ja longi- 
tude. de l'orbite de la Terre vue de la Lune, est 
égal à la longitude de l’orbe lunaire augmentée d’une 
demi-circonférence ; on aura donc ainsi 


w —H—(a+b).mt + f — g -+ 180°. 


Si Pon substitue cette valeur dans les équations dif- 
férentielles précédentes et que pour y satisfaire on 
suppose 

s =P „sin [(a 4- b).mt + f— g], 

s= P'.cos [(a + b).mt4 f— g], 


a et b étant de petites quantités dont on peut négliger 


p ! A—C —C 
les carrés et les produits par —; et ——, on trou- 


vera, à très peu près, 


LC) —).G+ ne LC F) Brao 
iani tu à 10 sen hia 


, 


On aura donc, en vertu des deux termes que nous 
venons de considérer, pour les valeurs complètes de 
s et de s', 


— 3.(C—A).y 
— 2Ca—3(C—A) 


gh CE ) Lis Z esin [(a+b)mt +f— g) 


«sin [(1 + a)mt+6] 
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r SACA. 
s= aca lame] 


a (G3 A Pratt, ecos[(a+-bmt+-f—g1. 


53, Si l’on élève au carré ces valeurs et qu'on les 
substitue ensuite dans l'équation tang b=V 5" 5", 
en négligeant les produits de trois dimensions, par 
rapport à e, Bet y, on aura 


3.(C-A C-B 
angi A CT (— VC esin[(r+a)mt+-6].sin[(a+-b)mt+f-£] 


HT CRE): cos[(1 + a)mt-4-5].cos[(a46)mtf-)]. 


Comparons cette valeur aux observations. En ne con- 
sidérant d’abord que son premier terme, on a 


E TEE 


tang PE = IC A) (15) 


Mayer, par des observations faites en 1749, avait 
trouvé l'inclinaison de l'équateur lunaire égale à 
1° 29°. MM. Bouvard et Nicollet, par desobseryations 
renouvelées dans ces derniers temps et que nous 
avons déjà citées, ont réduit cette inclinaison à 
1° 28/45"; résultat qui ne diffère que de 15” de celui 
de Mayer, et qui démontre avec évidence l’inva- 
riabilité de l’inclinaison moyenne. Nous supposerons 
donc 8 = 1°28'45"; on a d’ailleurs par la théorie de 
la Lune, 


Y=—=58 40, a = 0.004022. 


On aura donc, au moyen de l'équation (15), 
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z [C— AN ___2a +86 
SN 


Or, d'après l'ordre de grandeur des trois quantités 
A, B,C, ona 
BJA e 
C Gaa 

La première de ces deux quantités est donc 
moindre que 0.0006, comme nous l'avons supposé 
n° 45. 

Reprenons maintenant la valeur complète de 
tang ĝ; en ne considérant que les termes dont nous 
avons d’abord fait abstraction , et négligeant, comme 
nous le faisons, le carré de 8, on en tire 


tangt=3 (ST LE esin[(1-+a)mt+6].sin{(a+-b)mt+f—y] 


+35 = z +E) .ecos[(1a)mt€] cos[(a+ bimt4f-g] L 


a+b 


équation dans le second membre de laquelle on subs- 
tituera pour ĝ sa valeur donnée par l'équation (15). 

Les deux inégalités que cette expression renferme 
ont pour limites leurs coefliciens, et l’on peut en 
calculer approximativement les valeurs. En effet, on 
a, par ce qui précède, 


B= 0.2879.7, y= 5849", 
et par la théorie de la Lune , 


e=0.05487, 4 = 0.004022, 
b= 0.008452, K = 0.039106. 
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En supposant donc pour un moment, 


C—A C— A 
-5 — œ = 0-00059907, 


-+ 14K 
arr |= 137",188 


Ainsi, le maximum de la seconde inégalité de 8 ne 
9215 4 ‘ n 3 ` Q \ L y 
s'élèvera pas à 1'57", c’est-à-dire à la cinquan- 
tième partie environ de l'inclinaison moyenne. 
Le maximum de la première inégalité ne saurait 


être déterminé rigoureusement , parce que la valeur 


C—B , c 
de —j— st encore inconnue; mais on peut en fixer 


on aura 


la limite en observant que l'on a 


2 < S5; 

d'où il suit que la première inégalité est moindre 
dans son maximum que le double de la seconde, 
c'est-à-dire qu’elle est au-dessous de Æ de l'inclinai- 
son moyenne de l'équateur lunaire à l'écliptique. 

54. Les valeurs de s etde s’ produisent deux inégali- 
tés semblables aux précédentes, dans la valeur de Q, et 
par suite, dans l'expression de la distance du nœud des- 
cendant de l'équateur lunaire au nœud ascendant de 
l'orbite. En effet, en ne considérant que le premier 
terme de ces valeurs, on a 


tang ọ = = = tang.[(1 4 a)mt + c—$g], 
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d'où l'on tire 

Q = (1 + a) m 4- c — g. 
On a d’ailleurs, en faisant abstraction de la libration 
en longitude qui est très petite, 


Ļ4 = 0 — mt — c; 
on aura donc 

4 = amt — g, 
c'est-h-dire que le nœud de l'équateur lunaire 
coïncide avec le nœud de l'orbite, comme nous l'a- 
vons démontré généralement n° 5o. Considérons 
maintenant les termes du second ordre des valeurs 
de $ et s’; faisons pour abréger, 


C=— 4 + amt —g. 


En sorte que č exprime langle compris entre le 
nœud de l'équateur de la Lune et le nœud de son 
orbite compté sur le plan parallele à l'écliptique, 
et dans l'ordre des signes. On aura, en mettant pour 
À sa valeur 


C=(i+a)m+e—g—®, 
d'où l'on tire 
tang 8.sin € = tang 8. sin[(1 + a)mt + c —g — ẹ)] 
=s'sin[(1 +c}me c —g] — s cos[(1 +a)mt+ c—g]- 


Si lon substitue pour s et s’ leurs valeurs, qu'on 
divise ensuite l'équation résultante par la valeur de 
tang ĝĵ et qu'on néglige les puissances de e supé- 
rieures à la première, ce qui permet de mettre l'arc € 
à la place de son sinus, on aura 
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—B\ (8 e 
v= G er cos{(i-a)mt+c-g].sin[(a+b)mt4f-g] 


(SA DHEK) à 


Br #in[(r+a)mt+c-pl.cos[(a+-b}mt+f-s]. 


On peut calculer le coefficient de la seconde de ces 
. 7 . r . p] C— À 
deux inégalités; en effet, si l’on suppose 3. (=) 


== 0.0008986, au moyen des valeurs de e, a,b, 
6, y, B, données précédemment, on trouvera 
1° 2° 45" pour la valeur de ce coefficient , d’où l'on 
voit qu'en vertu de la seconde des inégalités de €, 
les nœuds de l'équateur et de l'orbite lunaires peu- 
vent s'écarter l’un de l'autre de plus d'un degré. 
Le maximum de la seconde inégalité ne peut encore 
se déterminer, parce qu’on ignore, comme nous 


i C—B 5 
l'avons dit, la valeur de , Mais On est assuré 


À 
qu'il ne saurait surpasser le double de la seconde, 
c’est-à-dire environ deux degrés. Mayer avait trouvé 
par ses observations € = — 3°36; MM. Bouvard et 
Nicollet ont conclu des leurs ¢ = 1° 48’. On peut 
attribuer la différence des deux résultats, en partie 
aux erreurs des observations, et en partie aux varia- 
tions que subit la quantité ¢ en vertu des inégalités 
qu'elle renferme. 

55. M. Nicollet, d’après les derniers calculs qu'il a 
faits sur les observations de M. Bouvard , a trouvé 
l'inclinaison moyenne de l'équateur lunaire sur Fé- 
cliptique de :°28'42", valeur un peu plus grande 
que celle que nous avions d’abord adoptée ; on en a 
déduit 
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e = 0.000178. 


Au moyen de cette valeur et de celle de Le 


rapportée n° 45, on conclut, à très peu près, 


3(C— B) 
— r ma OL O00012. 
À 


Si à l’aide de ces valeurs et de celles que nous 
avons rapportées plus’ haut, pour les quantités 
a, b,6,e, etc., on réduit en nombres les coefliciens 
des inégalités des expressions précédentes de À et de 
€ en faisant pour abréger 


D—(i+ahnt+ce—g, E=(a+b)m+f—$, 
on trouve 


b= 1° 28 42° + 13" sin D sin E4- 97" cosD cosE, 
{= 447 cosD sin E— 5721" sin Dcos E. 


Dans ces formules, 8 représente l'inclinaison vraie 
de l'équateur lunaire sur l'écliptique, ¢ la distance 
du nœud descendant de l'équateur de la Lune au 
nœud ascendant de son orbite. D est la distance 
moyenne de la Lune à son nœud ascendant et E celle 
de son périgée à ce même nœud. 

56. Nous avons dit, n° 42, que la position des 
pôles n’était pas stable à la surface de la Lune; il est 
aisé de déterminer maintenant les variations qu'ils 
éprouvent. ` 

En effet, si, à l'aide des données précédentes , 
òn convertit en nombre les coefficiens des expres- 
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sions de s et de s’, n° 52, on trouve 
s = (1° 28’ 42°). sin D -+ 153” sm E, 
s = (1°°28" 42°). cos D + 97"cosE, 
d'où en différenciant et observant que l’on a 
= = 1 Ha = 1.00402, dE = a-+b= 0.01247, 


on tire 


LS = (1° 28/63"), cos D + 0",3cosE, 
£ = —(1° 28" 63"). sin D — 1" sinE. 


Les équations (6) donnent 


= 21" sin D — 12"sinE, 
= 21" cos D — 97" cos E. 


Si l'on nomme d l'angle que forme l'axe instan- 
tané de rotation de la Lune avec laxe auquel se 
C VES 

VP°+g"+r 
exprimera généralement, n° 1, le sinus de cet angle; 
on aura donc, à très peu près, 


rapporte le plus grand moment d'inertie 


Nes MP 


m 


En substituant pour p et g leurs valeurs, on verra 
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que la plus grande valeur de l'angle d serait de 2'36”, 
en sorte que les pôles de rotation de la Lune peuvent 
faire autour des pôles de son équateur des excursions 
dont l’étendue, dans son maximum, est de 2° 36”. 

57. Nous avons rapporté jusqu'ici les mouvemens 
de l'équateur lunaire à une écliptique fixe; il res- 
terait, pour compléter la théorie de la libration 
de la Lune, à considérer les mouvemens de ce plan 
relativement à l'écliptique mobile. Mais il est aisé 
de se convaincre, par une analyse irès simple, que 
les équations qui déterminent la position de l’équa- 
teur, lunaire sont absolument de même forme, soit 
qu’on la rapporte à l'écliptique fixe ou à l'écliptique 
mobiie, pourvu qu'on rapporte au même plan la 
position de la Lune dans son orbite; d’où l’on peut 
conclure que les lois des phénomènes qui dépendent 
des mouvemens de son équateur sont les mêmes 
dans les deux cas. Pour se rendre raison de ce ré- 
sultat, il faut concevoir que l'attraction de la Terre sur 
le sphéroïde lunaire , ramenant sans cesse l'équateur 
et l'orbite de la Lune au même degré d'inclinaison 
sur l'écliptique vraie, la constance de l'inclinaison 
mutuelle de ces deux plans , et la coïncidence de leurs 
nœuds, n’éprouvent aucune altération des déplace- 
mens séculaires de l’écliptique. Enfin, nous n'avons 
pas tenu compte, dans la théorie précédente, de l'ac- 
tion du Soleil sur le sphéroïde lunaire, parce que 
toutes les recherches qu'on a faites à cet égard ont 
prouvé que cette action n’a aucune influence sensible 
sur les mouvemens de la Lune autour de son centre 
de gravité. 
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LIVRE CINQUIÈME. 


De la figure des corps célestes. 


Pour déterminer, par la théorie, la figure des corps 
célestes, les géomètres regardent chacun de ces corps 
comme une masse originairement fluide, douée d’un 
mouvement de rotation autour de son centre de gravi- 
té, et dont toutes les parties s'attirent réciproquement 
au Carré de la distance ; la question consiste alors à 
déterminer la figure que doit prendre une pareille 
masse lorsqu'elle parvient à l’état d'équilibre. Pour 
la résoudre dans toute sa généralité, il faudrait con- 
naître & priori les attractions que les différentes par- 
ties du fluide exercent les unes sur les autres. Ces 
attractions dépendent de la densité des molécules 
qui le composent, et de leur arrangement mutuel, 
c'est-à-dire de la forme même du corps. On est donc 
réduit à faire une hypothèse arbitraire sur la figure 
primitive des corps célestes; on détermine, d'après 
cette hypothèse, les actions que leurs différentes par- 
ties supposées fluides exercent les unes sur les autres, 
et Féquation de l’équilibre, qui ne contient plus rien 
d'indéterminé, fait connaitre ensuite la forme de ces 
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corps, et la loi de la pesanteur à leur surface, en 
supposant toutefois que leurs molécules ont conservé, 
en se solidifiant, la même disposition qu'elles avaient 
à l'état fluide. 

Nous nous occuperons donc d’abord, dans ce 
livre, des attractions des sphéroïdes , et spécialement 
de ceux dont la figure est supposée différer très peu 
de la sphère, parce que cette hypothèse est celle qui 
s'applique avec le plus de vraisemblance aux diffé- 
rens corps du système du monde. Nous déterminc- 
rons ensuite, par les lois de l'Iydrostatique, la figure 
des corps célestes, et nous comparerons enfin, rela- 
tivement à la Terre et à Jupiter, les résultats de la 
théorie et de l’observation. 

La partie de la mécanique céleste que nous allons 
aborder, n’a point encore atteint le haut degré de 
perfection auquel sont parvenues celles dont nous 
nous sommes occupé dans les livres précédens. C'est 
qu'ici le géomètre a été obligé de tout emprunter 
à son propre génie, l’expérience et Pobservation ne 
lui ont prêté qu’un faible appui. Pour traiter ces 
questions délicates et d’une nature particulière, il 
lui a fallu créer une branche d'Analyse nouvelle ; et 
si les hypothèses arbitraires sur lesquelles repose 
cette importante partie de la théorie analytique du 
système du monde empêchent les résultats qu'elle 
produit de porter dans les esprits toute la conviction 
désirable , on peut du moins regarder ces résultats, 
par leur étendue et leur simplicité, comme l’une des 
plus belles conséquences de l'application de l'Analyse 
aux grands problèmes de la Physique céleste. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Formules générales pour déterminer les attractions 
des sphéroïdes de figure quelconque. 


r. Soit dm l'un quelconque des élémens du sphé- 
roide; nommons f sa distance au point attiré ; i 


exprimera l’action qu'il exerce sur ce point, et en 
multipliant cette expression par les cosinus des angles 
que forme la droite f avec chacun des axes coordon- 
nés, on aura les trois composantes de cette force, res- 
pectivement parallèles à ces axes. Soient x, y, Z, les 
coordonnées de l'élément dm , rapportées à trois axes 
rectangulaires passant par le centre du sphéroïde , 
et a, b, c les coordonnées du point attiré relatives 
aux mêmes axes, On aura 


=VEE FFC FC. 
On peut regarder l'élément dm comme un petit paral- 
lélépipède rectangulaire dont les dimensions sont dx, 
dy, dz; en nommant donc p sa densité, p étant une 
fonction des coordonnées x, y, z variable suivant 
une loi quelconque, on aura 
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dm = pdxdydz. 


Cela posé, désignons par A, B, C les attractions 
exercées par le sphéroïde parallèlement aux axes des 
x, des y et des z, et dirigées vers l’origine des coor- 
données, on aura 


Morse e.(a—a).drdydz d 
[Ca — x) + (by) + (c— 3) J 
e.(b—y). >» _ _e.(b—y).drdydz | { 
3» \(A) 
CCa—2x)* + y} +(c—2)]s 
nas &.(o—:).drdydz pupeo. sg 
a—zx)’ += y) + eT 
les triples intégrales se rapportant aux variables 
L,Y, 2, qui fixent la position de dm, et devant 
s'étendre à la masse entière du sphéroïde. 
On voit par ces formules que si l’on désigne par 
V la fonction qui exprime la somme des élémens 


du sphéroïde, divisés respectivement par leur distance 
au point attiré, en sorte qu'on ait 


pe lise edxdydz 
a 2x) ++ PES 


les intégrales devant étre étendues à la masse en- 
üère du sphéroïde, la fonction V aura cette pro- 
priété remarquable, que ses trois différences partielles, 
prises par rapport aux coordonnées a, b, c du point 
attiré, donneront immédiatement les valeurs de A, B, 
C. En effet, les intégrations n'étant relatives qu'aux 
coordonnées x, y, 3, On a évidemment 
Towe II. 21 
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da ? du En À 


Si la valeur de V était connue, on aurait donc, par 
une simple différentiation, celles de A, B, C. Géné- 
ralement, pour avoir l'attraction qu'exerce le sphé- 
roïde sur le point attiré parallèlement à une droite 
quelconque , il suffira de regarder V comme fonction 
de trois coordonnées rectangulaires dont l’une soit 
parallèle à cette droite ; le coefficient de la différen- 
tielle de V, relative à cette coordonnée et prise avec 
un signe contraire, exprimera l’action qu’exerce le 
le sphéroïde parallèlement à la droite donnée, et 
dirigée vers l’origine des coordonnées. 

2. La fonction V jouit encore d’une propriété impor- 
tante , c'est que si on la différencie une seconde fois, 
par rapport aux coordonnées a, b, c et qu’on ajoute 
les coefliciens de ses trois différences partielles, cette 
somme sera constamment égale à zéro. En effet, en 
représentant, comme précédemment , par f la fonc- 


tion [(a—x) + (b—y} + (c— FF, on aura 


l'intégration devant s'étendre à la masse entière du 
sphéroïde. Les signes / n'étant relatifs qu'aux va- 
riables x, y, 3, il est évident qu'on aura 


de de d- 
dv dv dy F 
da? Tan am + de =fff edxdyds. (27 fe db? ‘+ de? F) 
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. r . ns i 
Or, en différenciant deux fois la valeur de -, on 


trouve 

d. 

f Axa) — (y — b) — (z tn, 
da Ja 

aE 
Et. 2(y — b)’ — (x — a) — (z — c} 
db. ye MATR? 
dež 


OO antim O 
de "g a An 


d’où l’on tire 


on aura donc, par conséquent, 


auf Can NT rr) 
pr an e O (1) 


Cette équation remarquable a été découverte par 
Laplace, qui en a fait la base de sa belle théorie de 
la figure des corps célestes. Elle a lieu rigoureuse- 
ment toutes les fois que le point attiré est situé 
au dehors du sphéroïde ou dans l’intérieur d’un sphé- 
roide creux; mais elle cesse de subsister lorsque le 
point attiré fait partie de la masse du sphéroïde, 
parce que, dans ce cas, la distance f devenant nulle 


A ve 7 d 
entre les limites de l'intégrale f- + , la somme des 


. . , s I r " ` 
trois différences partielles de F se réduit à la forme 


2l.» 
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ð 


toutes les valeurs de x, y, z. M. Poisson est le 
premier qui ait fait remarquer ce cas d'exception de 
l'équation (1). 

3. Pour "Tr dans ce cas la valeur de la fonc- 
tion = -- =- + ps , Supposons une sphère, dé- 
crite de l’origine des coordonnées et d'un rayon quel- 
conque, qui embrasse le point attiré et soit comprise 
tout entière dans le sphéroïde. La fonction V se 
parlagera alors en deux parties U et U’, la première 
relative à la sphère, la seconde à l'excès du sphé- 
roïde sur la sphère. Le point attiré se trouvant si- 
tué dans l'intérieur. de ce sphéroïde, la fonction 


dU’ 
a N US zu sera nulle, d’après ce qui pré- 


de 2 , et elle n’est plus nulle par conséquent pour 


cède; on aura donc simplement 


dV dY d'y PU dU 
mL 
ZE do dede TR a 
J dU sy 
Or, les trois quantités T À z» prises avec un 


sigue contraire , représentent les candi qu'exerce 
la sphère sur le point dont les coordonnées sont a, 
b, c, et qui est intérieur à sa surface; on trouve, dans 
ce cas, par l'intégration directe, n° 10, livre I", 


dU frça dU __ 4reb dU __ rec. 


Geo NS  o0bE OÙ ne TN RS 


m désignant la demi-circonférence dont le rayon est 
l'unité, et p la densité du sphéroïde. En différen- 
ciant les valeurs précédentes, on trouve que la fonction 


/ 
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PU dU d'U 
ae A D a AES égale à — 47}; on aura donc 


HD = api (a) 


Nous avons supposé dans ce qui précède le sphé- 
roide homogène; mais cette équation subsisterait en- 
core pour les sphéroïdes hétérogènes, composés de 
couches très minces superposées les unes aux autres, 
pourvu qu’on y substitue pour p la valeur de la den- 
sité qui convient à la portion du sphéroïde où se 
trouve le point attiré. En effet, on peut alors regar- 
der le sphéroïde comme composé de trois parties, la 
couche qui comprend le point attiré, et les couches 
qui l'enveloppent ou qui sont au-dessous de lui. Ces 
deux dernières parties du sphéroïde n'influent pas sur 
le second membre de l'équation (2); cette équation 
subsiste donc, puisque la partie restante forme un sphé- 
roide homogène dont p représente la densité. Le même 
résultat peut aisément s'étendre à un sphéroïde dans 
lequel la densité varierait d'une manière continue. 
Concluons donc que les équations (1) et (2) ont lieu 
pour des sphéroïdes de forme et de densité quel- 
conques : la première, toutes les fois que le point 
attiré ne fait pas partie de la masse du corps ; la 
seconde, dans le cas contraire. 

4. On peut, par une simple transformation des coor- 
données a, b, c, donner à ces équations d'autres formes 
pius commodes dans diverses circonstances. Suppo- 
sons, par exemple, que l'on désigne par r le rayon 
mené de l'origine des coordonnées au point attiré, 
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par ĝ langle que forme ce rayon avec l’un des axes 
coordonnés, avec laxe des x par exemple, et par 
w langle que forme la projection de r sur le plan 
des y, z avec l'axe des y; on aura 


a=rcos8, bær sinĝĵ cosw, c==r sin ĝ sine. (3) 


Nommons r', 8, œw', ce que deviennent r, ĝ, w, par 
rapport à l'élément dm; on aura de même 


æ=r'cos8", y=r sinl coso’, z=r sin ĝ' sinw’; 
de là on tire 


= Vr—arr [coshcosh' + sinĝsinh cos(o—w j-r". 


On peut d’ailleurs considérer dm comme un petit 
parallélépipède rectangulaire, dont les trois dimen- 
sions sont de, r'dh', i” sin B'dw', et dont la densité est p; 
l'expression de V deviendra donc ainsi 


er*dr' sin do da’ 
FR —orr . [cos8 cost’ P+ sinüsin8"cos(o—a )] Fre 

Vintégrale relative àr’ devant être prise depuis “=o 
jusqu’à la valeur de ;* à la surface du sphéroïde ; Pin- 
tégrale relative à 8, depuis 0=o0 jusqu’? à 0= v, et lin- 
tégrale relative à w, depuis #=0 jusqu'à w= 27; en 
représentant toujours par 7 la demi-circonférence 
dont le rayon est l'unité. 

Si l’on désigne par A, B,C les trois composantes de 
Faction du sphéroïde sur le point attiré : la première 
dirigée suivant le rayon r; l'autre, suivant une per- 
pendiculaire à cerayon, menée dans le plan de 8; la 


www.rcin.org.pl 


DU SYSTÈME DU MONDE. 327 
troisième, suivant une perpendiculaire à ce plan; d’a- 


près ce que nous avons dit n° 1, on aura 


SRE du mt PE es PE UE LL 


dr ? rd) ? r sin bda 


Ces diverses formules sont de la plus grande utilité 
dans la théorie des attractions des sphéroïdes, où 
lon est sans cesse obligé d'employer les coordonnées 
polaires pour rendre les intégrations praticables. 

Cela posé, des équations (3) on tire 


a a 
r= V a+ b -H e, cosl = nnm, à rad 
v FE Verbe tanga =z (4) 
On transformera, au moyen de ces valeurs, les dif- 
ada iles $Y, EV, EY on dine 
érences partielles +, a> x» en différences par- 


tielles relatives aux AERAN r, ĝ, ©, et on les subs- 
tituera ensuite dans l'équation (1). Pour faciliter cette 
opération, observons que si l'on regarde V comme 
fonction des variables a,b, c, et ensuite comme fonc- 
tion des variables r, et w, on aura 


Pda 44 de D dr +. + À. dv; 


équation qui doit devenir identique, en y substituant 
pour dr, d, dw, leurs valeurs tirées des équations (4). 
Si, après avoir opéré cette substitution, on compare 
les coefficiens de da, db, de, dans les deux membres, 
on trouvera 


dV 058 dv sin dV 
da = "dr Fr.‘ D? 
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dy =sin cos 4 dV , cosô coso LE sinæ dV 

db CANTORA r " d rsin b dw’ 

IY sin b sin w dy , cosôsina dV , cose dV 

de, dy TE MA r ° de rsinb" do 
On différenciera de nouveau ces expressions par les 


mêmes procédés, et l'on aura ainsi les valeurs de 
&Y dV dV EM A : ji 
T’ g7 » Ten différences partielles de V, prises 
par rapport aux variables r, 8, ©; ensuite en multi- 
pliant par r° l'équation (1), on la transformera ai- 
sément dans la suivante : 

d'V  cos4 dV 1- 4.2 drV 

ee + mt losdiuées Ur EEE C) 


selon que le point attiré fait ou non partie du sphé- 
roide attirant. 

L'équation précédente résulte d’ailleurs directement 
de la différentiation de la valeur de V exprimée en 
fonction des variables r, 4, w; elle est souvent em- 
ployée dans la théorie des attractions des sphéroïdes. 

5, Pour en montrer l'usage dans un cas trèssimple, 
supposons que le corps attirant soit une sphère, ou 
plus généralement un sphéroïde composé de couches 
concentriques, d’une densité variable suivant une loi 
quelconque du centre à la surface, en sorte que la 
densité p dépende uniquement de la distance de l'é- 
lément dm au centre de la couche. Placons l’origine 
des coordonnées à ce centre, et soit r sa distance au 
point attiré, il est clair que V sera une fonction der 
indépendante des angles 8 et w; l'équation (5) se 
réduira donc à la suivante : 
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BV rty 
2 š += A rag OÙ ——47pr. 


Considérons d'abord le cas où le point attiré ne 
fait pas partie du corps attirant. En multipliant par 
r et en intégrant l'équation précédente, on aura 


À étant une constante arbitraire. 
7 4 dV : 
Pour la déterminer, observons que —< exprime, 
5 


n° 1, l'attraction de la couche sphérique sur le point 
attiré parallèlement au rayon r, c'est-à-dire l'action 
totale de cette couche. Si l'on suppose le point attiré 
extérieur au sphéroïde et situé à une distance infinie 
de son centre, l'attraction de la couche sur ce point 
sera évidemment la même que si toute sa masse était 
réunie à son centre; en nommant donc M la masse 
de la couche, on aura dans ce cas AM, d'où l’on 
contlura généralement 


c’est-à-dire que la couche sphérique exerce sur les 
points extérieurs à sa surface la même action que si 
toute la masse était réunie à son centre. 

Si le point attiré est situé dans l'intérieur de la 
couche, l'attraction doit être nulle en même temps 
que r, c’est-à-dire lorsque le point attiré se trouve 
au centre même du sphéroïde; on a donc dans ce 
cas A—o, ct l'on en conclura généralement F- #0!) 


quel que soit r. D'où il suit qu’un sphéroide composé 
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de couches sphériques homogènes et concentriques 
n'exerce aucune action sur les points intérieurs à sa 
surface. 

Supposons maintenant le point attiré compris dans 
la masse de la sphère dont il subit l’action ; l'équation 
(5) devient alors 


Si lon multiplie les deux membres par r°, on aura 
LAA 
d.r’ Pia 47rpr'dr ; 
d'où l’on tire, en intégrant, 
dv 
— rhy = 4m. f prrdr+ B, 
B étant une constante arbitraire. 

Pour la déterminer, observons que s'il sagit de 
connaitre l'attraction d'une: couche sphérique sur un 
point de sa masse, les intégrales doivent être prises 
depuis la valeur de r qui répond à la surface intérieure 
de la couche, jusqu’à sa valeur relative au point at- 
tiré. Or, à la première limite, l’action de la couche 
est nulle; on a donc généralement B= 0, et par con- 


séquent 
dv 


—r = 47. ferdr. (6) 


Le second membre de cette équation, les intégrales 
étant prises dans les limites précédentes, exprime la 
masse de la couche sphérique qui agit sur le point 
attiré. En désignant donc par M la portion de la 
couche sphérique comprise entre la surface intérieure 
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et la surface sphérique passant par le point attiré, on 
aura 


valeur qui s'accorde avec celle qui se rapporte aux 
points extérieurs, lorsqu'on suppose le point attiré 
situé à la surface de la couche. 

Si ie sphéroïde était homogène, l'équation (6) 
donnerait, en l’intégrant, 


V=— r4, 


C étant une constante arbitraire. 

Supposons le point attiré placé dans l'intérieur de 
la sphère dont le rayon est a; il faudra, pour étendre 
l'intégration à toute la masse du corps attirant, 
prendre les intégrales précédentes depuis r= o jus- 
qu'à r= a. Or, à cette dernière limite, la valeur de 
V est égale à la masse de la sphère divisée par la 
distance du point attiré à son centre, c’est-à-dire à 
{ir 


34°; On aura par couséquent alors 


4x 27 


pie =— z 4L. 


En déterminant donc, au moyen de cette équa- 
tion , la valeur de C, on aura, relativement à la 
sphère entière età un point placé dans son intérieur, 


V == 27 — Fr. 


Ces résultats sont conformes à ceux que nous avons 
trouvés par une autre voie, dans le n° 1o du livre I~. 
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CHAPITRE II. 


Attractions des sphéroïdes terminés par des surfaces 
du second ordre. 


6. Les formules que nous avons développées dans 
le chapitre précédent sont genérales , et s'appliquent à 
toute espèce de sphéroïdes, quelles que soient leur na- 
ture et leur figure. Nous allons, dans celui-ci, nous 
occuper en particulier de la détermination des at- 
tractions des sphéroïdes terminés par des surfaces 
elliptiques. 

Supposons, pour simplifier, que le corps attirant 
soit homogène, et que sa densité soit égale à l'unité; 
on aura f = 1, et les formules (A), n° 1, devien- 


dront 
AN V __(a—x).dxdydz 
JJ tatr eyy tej 
B= 1! __ (—y) drdydz y” 
ETIN Le 
C(a—x)"4+(b—3) + (e—2)7"? 
c S _(c—2). -dsd ydz 
[(a — 1)" Feyte 


les intégrales f se rapportant aux trois variables 
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x, Y, Z, et devant s'étendre à la masse entière du 
sphéroïde. 

Mais l'intégration des expressions précédentes est 
absolument impossible sous cette forme; tout ce qu'on 
peut faire, c’est d'en éliminer l’une des variables, et 
de les ramener ainsi à des intégrales doubles. En effet, 
si l’on intègre la première par rapport à x, qu'on 
designe par Ex, la double valeur de x, tirée de l'é- 
quation de la surface qui termine le sphéroïde, et 
que, pour abréger, on fasse 


é =V atr Or = (C— a, 


on aura 
A= ffdydz. G- © 


En intégrant la seconde des formules (a) par rap- 
port à y, et la troisième par rapport à z, on trou- 
verait, pour B et C, des expressions semblables. 
Mais on tenterait en vain de pousser plus loin les 
intégrations , on serait arrêté par des obstacles insur- 
montables, même dans le cas le plus simple, celui 
d’un sphéroïde terminé par une surface sphérique. 

7. Pouréviter cette dificulté, il faut transformer les 
coordonnées x, y, z en d'autres variables qui faci- 
litent l'intégration des formules (a), ou permettent 
du moins de la ramener à de simples quadratures. 
Ce qu’on a imaginé de plus commode à cet égard, 
c’est de transporter au point attiré l’origine des coor- 
données, et de prendre pour les variables qui dé- 
terminent la position de dm, le rayon mené du 


vW.rcin.org.pl 


334 THÉORIE ANALYTIQUE 

point attiré à cet élément, l'angle que fait ce rayon 
avec l’un des axes coordonnés , et l'angle que forme 
sa projection sur le plan perpendiculaire à cet axe 
avec l’un des deux autres axes compris dans ce plan. 
Soit donc r ce rayon, ĝ l'angle qu'il forme avec 
l'axe des x, et œ l'angle compris entre sa projec- 
tion sur le plan des y, z et l’axe des y, on aura 


x=—=a—rcosh, y=b—-rsin h cosæw, z2—c—rsinfsine. 


L'élément dm peut être considéré comme un petit 
parallélépipède rectangulaire, dont les trois dimen- 
sions sont dr, rdû, et r sin Ü dø; on aura donc 
dm= rsin 0.drdôdeæ , et les trois quantités A, B, C 
deviendront, par cette transformation, 


A = [ff dr.dô.do.sin 8.cos8, 
B = /ff dr.dh.do.sin0.cosa, 
C= [ff dr.dô.do.sin 6.snme. 


L'intégration de ces formules relativement à la 
variable r s'exécute sans peine; mais, pour étendre 
l'intégrale à la masse entière du corps attirant, il 
faut distinguer deux cas, selon que le point attiré 
est situé dans l'intérieur ou au dehors de ce corps. 
Dans le premier cas, la droite qui passe par le point 
attiré, et qui se termine à la surface du sphéroïde , 
est divisée en deux parlies par ce point : en nom- 
mant donc r et r ces parties, elles devront être 
prises pour limites de l'intégrale définie, qui sera 
égale à la somme des deux intégrales particulières 
qui leur correspondent. On aura donc ainsi 
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A = [J (r+7r').dô.daæ.sin 4.cos8, 
B—/ff(r+7r).d8.de.sin 8.cosæ, }(c) 
C=/f(r+r).d8.dæ sin? 4.sinæ. j. 


On remplacera dans ces expressions retz“ par leurs 
valeurs tirées de l'équation du sphéroïde, et l’on in- 
tégrera ensuite successivement par rapport à 8 et à w 
depuis 8 et w égaux à zéro, jusqu’à ĝ et æ égaux à 
deux angles droits. 

Dans le second cas, le rayon qui part du point 
attiré et qui traverse le sphéroïde rencontre sa sur- 
face en deux points, Soit r ce rayon à son entrée dans 
le sphéroïde, et 7’ ce même rayon lorsqu'il en sort, 
l'intégrale définie sera égale à la différence des deux 
intégrales particulières correspondantes à ces limites; 
on aura par conséquent dans ce cas 


A = ff (r —7r).d8.de .sin 6.cos8, | 
B = ff (r'—r).d8.de .sin* 6.cos@, ‘ (d) 
C = ff (r' -— r).d8.deæ sin? b .sin œ. 


On substituera pour ret 7° leurs valeurs en fonction 
de Bet w, et l'on prendra pour limites des intégrales 
relatives à ces angles leurs valeurs correspondantes 
aux points où l’on a #—r—0o, c'est-à-dire où le 
rayon r est tangent à la surface du sphéroïde. 

Supposons maintenant que h, h’, h” soient les trois 
demi-axes respectivement parallèles aux axes des x, 
des y et des z de l’ellipsoïde dont nous considérons 
les attractions. L’équation de sa surface, rapportée à 
son centre , sera 
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ġe 
3: 
rapport de la circonférence au diamètre. 

Transportons l’origine des coordonnées au point 
attiré, etintroduisons dans l’équation(m) les variables 
r, 0, æ; en substituant pour x, y, z leurs valeurs 
données dans le n° précédent, on aura 


et sa masse sera égale à hh'h’, en nommant 7 le 


cos’? , sin’êcos"z , sin‘ésin®æ 
(SERRES 


, facosô , bsinécosz , csinôsina\ COTE c 
met a A e TE 


Si l’on résout cette équation par rapport à r, les deux 
valeurs qui en résulteront seront celles qu’il faudra 
substituer pour r etr dans les formules (c) et (d): 
or, si l'on fait, pour abréger, 
res cos’ |, sin’h cos? w sin°8sin°& 
(2 AE mr; run FO 

acos?  bsinôcosæ , csinôsinæ 

pt pe pr» 

a 


GK (Rx , 


» 


on trouvera, pour les deux racines de l'équation en r, 


F—VG sa F+VG 
ræ k?’ r = 


d’où l'on tire par conséquent, 
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em eaae 
tre, nb sales s : GE 


les formules relatives aux points intérieurs au sphé- 
roïde seront donc 


di dæ sinô cosôF 3 
À= 2. [SER M, 


Pa) 


cp mé ae (e) 


ga di dæ sin°8 sinr E 
= 2, S n 


et l’on aura, relativement aux points extérieurs, 


vo JE in ET 
= 0: = Z, 


B=. [fZ Ré MoA (P) 
C= a. ff EEREN 


Les premières formules sont les plus simples, et 
s'intègrent sans peine par rapport à la variable @; 
les secondes, au contraire, présentent de grandes 
difficultés à cause du radical qu’elles renferment, et 
qui rend, sous cette forme, l'intégration impossible 
par toutes les méthodes connues. Heureusement, si 
l’imperfection de l'Analyse n’a pas permis jusqu'ici 
de vaincre cette difficulté, on est parvenu à l’éluder, 
et à faire dépendre les attractions des ellipsoïdes re- 
latives aux points extérieurs, de celles qu’ils exercent 
sur les points intérieurs ou sur les points de leur sur- 
face. Occupons-nous donc exclusivement des formules 

Tome H. 22 
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qui se rapportent au cas où le point attiré est placé 
dans l’intérieur du sphéroïde : nous supposerons 
ensuite qu'il est situé en dehors de sa surface, et nous 
verrons qu'il est toujours possible de ramener ce se- 
cond cas au premier. 

8. Si, dans la première des formules (e), on subs- 
titue pour F sa valeur, on aura 


Le da sin à AN pt dÀ dw m cosh cosw 
me ae 
k? K EK 


2c do de sin’ ð cos Osin 
+ k” ik - K + 


Cette expression se simplifie en observant que 
l'intégrale relative à 8 devant être prise depuis = o 
jusqu'à 8 = 180°, si l’on représente par P une fonc- 
tion rationnelle quelconque de sin 8 et cos*8, on 
aura généralement entre ces limites f P cosh d8—0, 
parce que les valeurs de 6 devant être prises à égale 
distance au-dessus et au-dessous de l'angle droit, la 
valeur de cette intégrale sera composée d'une suite 
d’élémens égaux deux à deux et de signes contraires. 
Les deux derniers termes de l'équation précédente 
se réduisent donc à zéro en vertu de cette remarque, 
et l'expression de A , en substituant pour K sa valeur, 
peut prendre cette forme , 


dé do sinb cos“ 8 
20. je - ‘ 
f: cor + À T . sin’ cos ox : .sin° 8 sin° © 


On trouverait de même 
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a dida sin? cos?» 


; AT dd 


maa sin*$ coso+ TE . Leo 8 Es. .sin*@sint w 


ge _dôdw sin” l sin’ sinw . 
sin'8 sine. ETE, cos 8? a mt jee w 


On peut, avant même d'intégrer ces expressions, en 
déduire plusieurs propriétés importantes relativement 
aux attractions des ellipsoïdes. 

Les intégrations indiquées étant! indépendantes 
des coordonnées a, b, ce du point attiré, on voit que 
l'attraction qu’exerce le sphéroïde parallèlement à 
l'axe des x est la même pour tous les points situés 
dans un même plan perpendiculaire à cet axe. Il en 
est de même relativement aux axes des y et des z; 
d'où l’on peut conclure généralement que les attrac- 
tions de l’ellipsoïde sur les points placés sur une même 
ligne droite, passant par l'origine des coordonnées, 
sont proportionnelles à leur éloignement de son 
centre. 

Si l’on divise respectivement para, b, c les trois 
quantités A, B, C, et qu'ensuite on les ajoute, on 
trouve 


B = 2b. 


ee 2. fdðdwsin 6, 


les intégrales devant être prises depuis 8— o jusqu’à 
8= z, et depuis w= o_ jusqu'à w = x. On trouve 
entre: ces limites {48 do sin b == 27 ; on aura donc 


À B» G 3 Aa 
AREA en a 


«et ` ra 


an b ar WWG Or. “pl 
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On a d’ailleurs, n°1, 
GAA dY 
et d’après la forme des valeurs de A, B, C, il est 
évident qu'on aura 
dy A PVB 
NCATE a ho de a 
l'équation (g) devient donc ainsi 
dY dV 
da’ “ab? 
équation qui vérifie pour les ellipsoïdes l’équa- 
tion (2) du n° 3, qui s'applique généralement à 
des sphéroïdes quelconques. 
On peut observer encore que les valeurs de A, B, C 


dv j 
RE ar pe 


g an Pair 
ne contenant que les quantités pp CS valeurs ne 


varieront pas, quels que soient les trois axes du sphé- 
roide, pourvu qu’ils aient entre eux les mêmes rap- 
ports. Or, les rapports des trois axes déterminent sim- 
plement les excentricités de l'ellipsoïde : on peut donc 
en conclure que tous les ellipsoïdes déerits-des mémes 
foyers exercent sur les points intérieurs des attractions 
égales. Il suit de là que si l'on suppose le sphéroïde 
composé d'une suite de couches concentriques et 
semblables, l'action des couches supérieures au point 
attiré sera nulle ; d'où résulte le théorème suivant, 
qui n’est qu'une extension de celui que nous:avions 
trouvé n° 19, livre I", relativement à la sphère : 
Un point placé au dedans d'une couche elliptique, 
dont la surface intérieure et la surface extérieure 


. , 
s j ” à f 
f Pte vhs er Adese fn dirt y Aueh CET * 


$^% 


spas Ton A Po fes VAER 


ae tanan PF Fr leve: NAN REIN OT GD t- pus mass on pus frank 
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sont semblables et semblablement placées, est éga- 
lement attiré de toutes parts. 

9: Occupons-nous maintenant de l'intégration de la 
valeur de A. Si l’on intègre d’abord par rapport à w 
depuis w=o jusqu'à w= 7, et qu'on suppose 


cos’ 04A. sin0—=m, cos" bot sin ĝl = n, 


on aura 


[fe dâdo sin 6 cosb mf” sin ð cost 
= 2a = Qt me —  — ml 


cos” un sine (YA ai 


En remettant donc pour m et n leurs valeurs, on aura 


an ie ‘hr dì Un = __-sin8 cos 8 8 cos” 8 
al hs a 
Vi (e eN n VAE SEE 1) “dis 


Cette dernière intégrale doit s'étendre depuis £—0o 
jusqu'à b=, ce qui revient à la prendre depuis ĝ=0 
jusqu'à =, et à doubler le résultat. Si l’on sup- 
pose donc cos ĝ = x, et qu'on nomme M la masse de 


lellipsoïde , ce qui donne MEE ARH", et par con- 


hahh" 3M 
h TR 


séguent — , On aura 


yr [a a A x°dx 


ET 3 


VE .e VS 


l'intégrale relative à x devant être prise depuis 
x=o jusqu'a X— 1. 
On pourrait, en intégrant les valeurs de B et C, 
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n° 8, les réduire de même à de simples quadra- 
tures, mais il est plus simple de déduire immédiate- 
ment leurs valeurs de l’expression précédente de A. 
Pour cela, il suffit de remarquer que l’on peut regar- 
der À comme une fonction de a et des trois demi-axes 
h, k, h” de Yellipsoide; B scra par conséquent une 
fonction semblable de 2 et destrois demi-axes #°,h, 4"; 
et il en sera de même de C, qui sera une pareille 
fonction de c et des trois demi-axes Å", h', h. On 
aura donc les expressions de B et C par une simple 
permutation des lettres a, h, h’, h" dans l'expression 
de A. On trouve ainsi 


= nues TT, | 


CJ VOA ey aE) A 


3cM 


Er mA E 
A”, fe rE FRERE. SPRL DELA 


ces expressions devant être prises, comme celle 
de À, depuis x —=o jusqu'à x= 1. 

On peut donner aux valeurs de A, B, C, une forme 
particulière qu'il est bon de connaître. Faisons, pour 
abréger, 


B= 


71 — h? à hs — 4 3 
A = PA mn 2 


et supposons ensuite dans la valeur de B, 


ky 
hVi+w y 


v = 


et dans la valeur de C 
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les expressions trouvées pour A, B, C, deviendront 


2e adx 
ara sr fo 

oa Ae 
Hagi EDET VF 


C aĝ 3cM zdz 
A tt 274: . 5 FUN" LU 2 PS 
EEA Lemaio 


Les intégrales relatives à y et à z doivent être prises 
dans les mêmes limites que les intégrales relatives 
à x, puisqu’en effet la supposition de æ—0o donne à 
la fois y=0 et z=—0, et que la supposition de æ=1 
donne y= rı etz=—1, on peut donc dans B et C 
changer, si l’on veut, yetz enx, d'où il suit que, 
si l'on fait 


LT 
L= [F Hyry TI 


on aura, pour déterminer A, B, C, ces formules 
très simples : 


saa ri dal, 3M d.xL 
A = .L, B— TRS, AIT» C= p 7 ri . 


Ces formules s'étendent aux points situés sur la sur- 
face du sphéroïde; car il suffit, pour y avoir égard, 
de supposer r= r” dans les expressions de A, B, C, 
ce qui ne change rien à leur forme. 

10. La détermination des attractions qu’exerce un 
ellipsoide homogène sur les points intérieurs, et sur les 
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points de sa surface, ne dépend donc plus que de la 
valeur de la fonction L; mais l'intégration qu’elle 
exige ne peut être obtenue sous forme finie par les 
méthodes connues, que dans deux cas particuliers, 
celui où les quantités À et À’ sont égales entre elles, 
et celui où l’une de ces quantités est nulle : dans l’un 
et l'autre.cas, deux des trois demi-axes , !, h", sont 
égaux entre eux, ct l'ellipsoide est de révolution au- 
tour du troisième. 

Supposons que À soit le plus petit des trois demi- 
axes du sphéroïde, et faisons d’abord A—à', ce qui 
donne k'=#h". Le corps attirant est alors un ellip- 
soïde aplati vers les pôles ; dont est le demi-axe de 
révolution; on aura dans cë cas 


L= -= .(A — arc. tang À). 


Si l'on différencie par rapport à À la valcur de L, 
n°9, et qu’on fasse A=À' après la différenciation, 
on trouve 


heh =f— adx = à O TE à ) 
TETE Garas ang 7x) 


Les attractions de l’ellipsoïde de révolution aplati 
vers les pôles seront donc déterminées par les for- 
mules suivantes : 

3aM | 
An: (À — arc. tang à), | 
i x 
mean se (arc. tang À — A) ; je 
C s ds | 


À 
E 


PE 
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Supposons maintenant àA'==0, ce qui donne X"=A. 

Dans ce cas, k‘ est le demi-axe de révolution du sphé- 
roïde, et l’on a 


dx 1 Us 11 US 
LES on DV log. + rx]. 


dalL nd 7 
re SE [ight VIENT Es 


On aura donc pour les attractions de l’ellipsoïde de 
révolution allongé vers les pôles 


ae Je E VI+ — CE Vip: | 
(B) 


| 


MEN VIH — log À (+ Vrt) 


bA — 7 À 
Ban s [ion (+ VIH ETES . 


PN 
IM 
T 2m 

Si les conditions précédentes ne sont pas remplies, 
il est impossible d'obtenir d’une manière rigoureuse 
les valeurs de A, B, C; mais lorsque l’ellipsoide s’é- 
loigne peu de la figure de la sphère, À et à’ devien- 
nent de très petites quantités; on pourra réduire alors 
la fonction L en série convergente, dont chaque terme 
soit intégrable, et l’on déterminera de cette manière 
les attractions du sphéroïde, avec le degré de pré- 
cision qu’on jugera convenable. 

11. Considérons maintenant le cas où le point attiré 
est extérieur au sphéroïde. Nous avons vu que le ra- 
dical qui entre dans les expressions différentielles ( f) 
de ses attractions, opposait alors un obstacle invin- 
cible à leur intégration. Plusieurs grands géomètres 
avaient en vain épuisé toutes les ressources de l’Ana- 
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lyse pour surmonter cette difficulté, lorsque la dé- 
couverte, due à M. Ivory, d’une propriété remar- 
quable des ellipsoïdes décrits des mêmes foyers, l’a 
fait enfin entièrement disparaitre. 

Voici l'énoncé de cette propriété, qu'on peut re- 
garder comme un beau théorème de Mécanique : Si 
lon nomme points correspondans, les points pris sur 
la surface de deux ellipsoïdes décrits des mêmes 
Jorers, de manière que leurs coordonnées , respecti- 
vement parallèles aux trois axes principaux de ces 
corps, soient entre elles comme ces axes , les attrac- 
tions qu'exerceront, parallèlement à chaque axe, ces 
ellipsoïides sur les points correspondans de leurs sur- 
Jaces, seront entre elles comme les produits des deux 
autres axes. 

En effet, soit M le premier ellipsoïde, et A Vat- 
traction qu'il exerce parallèlement à laxe des x sur 
le point dont les coordonnées sont a, b, c; dési- 
guons par M' le second sphéroïde, et par A Tat- 
traction qu'il exerce dans la même direction sur le 
point dont les coordonnées sont 4’, b’, c'; on aura, 


n°6, 
LC Cape 
A! = ffara (© _ z) ; 
en supposantépour abréger, 


P =V ESFE FES = VE S HUY VHE- 
FEVER EO EY, P EV CRETE STE FD 


+ x, et — x,, désignant les valeurs de la variable x, 
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qui se rapportent à la surface de M, et + x'et— x", 
les valeurs de la variable x’ relatives à la surface 
de M’. 


Soit, comme précédemment, 
x Les z 
Ti tir (6) 


l'équation de la première de ces surfaces ; il faudrait, 
pour achever l'intégration de l'expression de A , subs- 
tituer dans p, et p les valeurs de x qui résultent de 
cette équation ; mais cette opération ne nous con- 
duirait à rien; on peut au contraire, par une trans- 
formation ingénieuse des coordonnées, arriver très 
simplement au théorème que nous nous proposons 
de démontrer. Pour cela, aux trois variables x, y, 3, 
qui sont liées entre elles par l'équation (h), on en 
substituera deux autres indépendantes entre elles ; on 
fera, par exemple, 


x= hsinp, y= hk cospsing, z= k cosp cosg; 


et l'on voit en effet, en mettant ces valeurs à la place 
de x, y, z dans l'équation (A), qu'il n’en résulte 
aucune équation de condition entre les nouvelles 
variables p et g. 

D’après les formules connues pour la tranforma- 
tion des variables dans les intégrales doubles, on a 
généralement, 


_fdy dz dy dz x 
dde Cage ds ae) Pa 
aa - des. valeurs précédentes de y ets donnent 
cp Age.r Re ve TRES P DALY WF. 
pee "PT. PS SAER, le AoG of 


NE 
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dy dz G Ky dz 5 
=., S = k'h" .sin p cos p. 
dp * dq dq `dp rti 


On aura donc, en vertu de la formule générale , 
dy dz= h'h",.sinp cosp dpdg, 


el par conséquent 


A=hh".[f dpdqsi (= —°), 
ih. [f dp dgsinp cosp (š =) 


On étendra les intégrales à la masse entière du 
sphéroïde M, en prenant celle qui se rapporte à p 
depuis p = o jusqu'a p = #7, et celle qui se rapporte 
à g depuis q= o jusqu’à q=% ; car il est évident qu’en 
donnant aux angles p ct q toutes les valeurs comprises 
entre o et 180°, les variables y et z prendront toutes 
les valeurs comprises entre + X' et — h’ d'une part, 
et entre + }"et — h" de Fautre, c'est-à-dire tous les 
couples de valeurs qui correspondent aux différens 
poiuts de l'ellipsaide. 

Soient maintenant $, 4’, À" les trois demi-axes du 
second ellipsoïde M’, qui se rapportent respective- 
ment aux axes des x’, des y’ et des z’, l'équation de 


sa surface sera 
A . 


T abia k’ J= ; 


et si l'on fait 


E A M : 1 7" 
x’ =k sinp, y = k cospsing, z'=K"cospcosg, 


aura, par l'analyse APITA 


7 oa, burga >— Ee E r 
idegi EE AR nk A 


4 


f Kalha 2 o pie US 


# 
ve 4 Fia a 
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EEE i E A 
A'= K'K' . ffdp dq sinp cosp. G >)» 


les intégrales devant être prises depuis p = o jusqu’à 
p=7T, et depuis q = o jusqu'a g= w, c'est-à-dire 
dans les mêmes limites que celles qui se rapportent à 
la valeur de A. 

Comparons maintenant les attractions exercées par 
les deux sphéroïdes M et M’, ce qui se borne à com- 
parer entre elles les valeurs de pf et de p' et celles de 
p et f', Si l’on développe les deux premiéresquantités, 
et qu'on substitue pour &,, y, Z, etpour x',, ÿ',#, 
leurs valeurs, on aura 


= a+ b4c— 2. (ah sinp + bh cosp sing +-ch"cosp cosq) 
LB sinp+ h” cos’psin®q + h"?cos’pcos*g, 

gaa pb e—a. (ak sinp + BE cosp sing +-c'k"cospcosq) 
+ LE siutp + k'2cos°p sin°q 4 k"* cosp°? cos?q. 


Si lon retranche ces deux expressions l'une de 
l’autre, en observant que les points déterminés par 
les coordonnées a, b, cet a', b’, c' sont des points 
correspondans , et que, d'après la définition que nous 
avons donnée, on a 

a k b K 


HE pye 


que l’on remarque en outre que les deux ellipsoïdes 
M et M’ ayant mêmes foyers, si l'on nomme e et & 
leurs excentricités communes, on a 4x 47 F4 
fu... 
h =h +e, k” = ke, =# 
h” fs ho k” = kepe", 
dyz Papei g 4 y 027772 pure re A LANG Ke 
masg P dy .4= #, PE É 7/4 ? 
/ Ej Apts 
hu L 4 D hh on A fomhitipi 
LT RAA RB ce LC. aT 


= ffa 
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d’où l’on tire 

he e, ke = k' -es k" = VAE =. p" z 
on aura simplement 


E a) 


Si l'on suppose, comme nous le faisons, que le point 
dont les coordonnées sont a', b', c’ est situé sur l'el- 
lipsoïde M, le second membre de cette équation sera 
nul, et l’on aura identiquement p — pf', indépendam- 
ment de toute valeur donnée aux angles p et g. On 
trouverait, par la même analyse, f, = p',, et lex- 
pression de A’ deviendra par conséquent 


A' = k'k". [f dp dq siap cosp.(5 = D 


Eu rapprochant cette expression de celle de ‘A, on 
voit que, quelle que soit la valeur des intégrales in- 
diquées, on aura 
A7. A. 
k'k" 
On aurait de même , relativement aux attractions 
qu'exercent M et M’ suivant les axes des y et des z, 


hh” py Ve pit | ee 
Ji — qp Bo C= zy h 


et par conséquent 


om, baaa Cm 
wr er 0 E ZE? CE Ÿ 


Ces équations renferment le LR qpe uous avons 


Lu t t> x Rth NS $ P 
r A e - 
seu D - X 
: A 
` A 
na i ` 4 -S Ÿ 
AT A EE MALTE rein orọ. PI % 


Ür 
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énoncé, et dont la mécanique céleste est redevable à 
M. Ivory. 

12. Il est important d'observer que les équations (4) 
subsistent quelle que soit la fonction des distances 
qui exprime la loi d'attraction. En effet, la valeur de 
A , après l'intégration relative à x, prendra toujours 
cette forme, 


A = [f R dy dz — JR dy dz, 


R étant une fonction donnée de la quantité p, et R’ une 
fonction semblable de f’. Or, l'analyse du numéro 
précédent ne s'appuie que sur la forme des quantités p 
et p', et elle est indépendante de celle des fonctions 
R et R’. Il en serait de même des quantités B et C. 

Le beau théorème énoncé n° 11, et qui établit les 
relations qui existent entre les attractions qu’exercent 
les ellipsoïides homogènes sur les points situés à lin- 
térieur ou à l'extérieur de leurs surfaces, a donc 
lieu pour toutes les lois d'attraction possibles. Si 
l'on suppose que les deux ellipsoïdes se réduisent à 
des sphères concentriques , il en résulte que l’attrac- 
tion de la grande sphère sur un point placé à la 
surface de la petite, est à l'attraction de la petite 
sphère, sur un point placé à la surface de la grande, 
comme les carrés des rayons de ces deux sphères, 
ou comme la surface de la sphère extérieure est à la 
surface de la sphère intérieure. Soient donc r et r' 
les rayons de ces deux sphères, A et A les attrac- 
tions qu'elles exercent respectivement sur les points 
de leurs surfaces, on aura 
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ra 
Nes 
équation qui donnera l'attraction de la sphère sur 
un point extérieur lorsque l'attraction sur un point 
intérieur sera connue, et réciproquement, quelle que 
soit la loi d'attraction. 

Dans le cas de l'attraction en raison inverse du 
carré des distances, A’ exprimant l’action de la 
sphère dont le rayon est 7’, sur un point extérieur, 
on a, n° 5, 

A'=+. +, 

3 rr? 
on aura donc A = $ . mr pour l’action de la grande 
sphère sur les points intérieurs. Cette expression 
étant indépendante du rayon r de cette sphère, on 
en peut conclure que les points placés dans l'inté- 
rieur d'une couche sphérique sont également attirés 
de toutes parts. Réciproquement, pour que cette 
propriété subsiste, il faut que A soit une fonction 

indépendante de r; on a alors 


H étant une constante par rapport à r, c'est-à-dire 
que, dans ce cas, l'attraction de la sphère sur les 
points extérieurs est réciproque au carré de leurs 
distances à son centre, ce qui exige nécessairement 
que la mème loi s'observe par rapport à chacun de 
ses élémens. La loi de la nature est donc la seule 
dans laquelle une couche sphérique n'aura aucune 
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action sur les points intérieurs , et la seule aussi dans 
laquelle cette couche attire les points extérieurs, 
comme si toute sa masse était réunie à son centre. 

13. Voyons maintenant comment on peut faire ser- 
vir le théorème que nous venons de démontrer n° 11, 
à la détermination des attractions des sphéroïdes ellip- 
tiques sur les points extérieurs à leurs surfaces. Soient 
a, b, c les coordonnées du point attiré, que nous 
supposons situé en dehors de l’ellipsoïide M; imagi- 
nons un nouvel ellipsoïde M' décrit des mêmes foyers 
que M, et dont la surface passe par ce point : ces 
conditions suffiront pour déterminer le second sphé- 
roide , etil n’y en aura qu’un seul qui pourra y sa- 
tisfaire. En effet, soient A, k', k", les trois ‘demi- 
axes de M' respectivement parallèles aux axes des x, 
des y et des z; cet ellipsoïde ayant les mêmes foyers 
que le premier, si l’on nomme e et e/ les excentricités 
de ses sections principales, on aura 


ke = ke + e $ VAE = ke + e, (D 
et l'équation de la surface de M’ sera 


1007 >, 


a Ds + pret 


Puisque le point attiré est situé sur cette surface 

q P ’ 

les trois coordonnées a, b, c doivent satisfaire à l'é- 
’ 3 

quation précédente ; on a par conséquent 


a° b r 
ET am p ne f a 


Cette équation est du sixième degré par rapport à #; 
Tome Il. 23 
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mais elle s'abaisse au troisième en faisant 4° = t. 
Elle a évidemment une racine réelle comprise entre 
zéro et l'infini; car, en supposant k =o et k= #, 
on trouve deux résultats de signes contraires ; elle 
donnera donc toujours une valeur réelle pour k, et l'on 
en conclura, au moyen des équations (Z), des va- 
leurs semblables pour #' et 4”. On voit d’ailleurs que 
le premier membre de l'équation (x) décroit conti- 
nuellement à mesure que k augmente dép k=o 
jusqu'à k=+ : d'où il suit que cette équation n’a qu'une 
seule racine pama 

Cela posé, considérons sur l'ellipsoïde M le point 
dont les coordonnées a’, b', c! sont déterminées ‘par 
les équations 


a = £ 7 VSE 
ce point étant situé dans l'intérieur de l'ellipsoide 
M", si l’on suppose 


Ktk? f k2—}2 g$ 
TT F= 


4 kart: 
fe x°dx 
v'1+ 1 Fra’ ay paa 1 PEUT 


on aura, pour déterminer les attractions qu'exerce 
sur lui ce sphéroïde, 


à 30'M dal by __3cM dL 
LS pare e a TPT So 


—— 


Si l’on substitue pour a', b', c' leurs valeurs , et qu'on 
observe que M et M’ étant les masses des deux ellip- 
soides, on a 
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Mu, MF. xx", 


ces formules donneront, en vertu des équations (b), 
TN 


3aM 35M dalL 3cM d.xL 
LR, a a Can ons (P) 


Ce sont les expressions des attractions qu'exerce 
l'ellipsoide M sur le point dont les coordonnées 
sont a, b, c, la quantité $ qu'elles renferment étant 
donnée par l'équation (z) quon peut mettre sous 
cette forme, 


Bt (a+ eme 6") Re, [(a HE). Harper) tete Tate —0. 


Les formules précédentes serviront à déterminer 
les attractions de l’ellipsoïde sur les points extérieurs: 
on voit qu'il suffit d'y changer k en A pour les étendre 
aux points de la surface, et même aux points inté- 
rieurs. 

Si l’ellipsoïde était de révolution autour de l'axe 
2h, on aurait e= e'; l'équation qui détermine k 
deviendrait, en la divisant par le facteur ke, 


ki ke, (a Rte —e) — ae —0, 
et les formules (A) du n° 10 donneraient 


3aM 


A = pp - (A — arc, tang À), 
32M À 

B =m TIFE 5 arc. tang À — En) 
3cM À 

C = TEE . (arc. tang À de yta: 


25.. 
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Enfin, dans le cas de l’ellipsoide de révolution al- 
longé vers les pôles, on aura & =o ; par conséquent 


Rs (aH bF eame) — (44e) .e=0; 


et les formules (B) du même numéro donneront 


El 
is - Log. (AV 12° ) TO V t-42 vah 
CE La [ A. VIFA og. (At Vin) | 


14. Il résulte des formules (p) , que si l’on nomme 
M' la masse d’un nouvel ellipsoïde ayant les mêmes 
excentricités et la même position des axes que l’ellip- 
soïde dont la masse est M, il suffira, pour déterminer 
les attractions A’, B', C’ qu’exerce ce corps sur le 
point dont les coordonnées sont a, b, c, de changer 
M en M’ dans les équations (p); d'où l'on peut 
conclure qu'on aura 


12 


FA B_M,C 7m 
NTM’? BPE T M?’ C7 M” 


c’est-à-dire quen général les attractions de deux 
ellipsoides semblables sur un même point extérieur 
sont entre elles comme leurs masses. 

Les trois équations (k), n° 11, donnent 


A ag h'h" A’ 


hh" ah” BoC ZX C 
aTe?’ 


— ,— _ 


LEA pale * VOETS 
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substitue pour a, b,ċ leurs valeurs n° 11, et qu’on ob- 
serve que le point dont les coordonnées sont a’, b', c' 


étant intérieur au sphéroïde M', on a 2 
A’ B’ C 
Ae E Tan 


on trouvera 


relation analogue à la précédente et qui doit exister | 
entre les attractions qu’exerce un ellipsoide homo- 
gène sur les points extérieurs à sa surface. 

Si le corps attirant n’était pas homogène, mais” 
seulement composé de couches elliptiques de posi-, 
tion, d’ellipticité et de densités variables, suivant une 
loi quelconque du centre à la surface, on détermine- 
rait, par les formules précédentes, les attractions - 
qu’exercent sur un point donné les deux ellipsoïdes 
terminés par les surfaces intérieures et extérieures 
de chacune de ces couches ; la différence de ces deux 
attractions sera égale à l'attraction de la couche sur 
le même point, et l’on aura celle qu’exerce le corps 
entier en prenant la somme de ces attractions par- 
tielles. 

15. On peut donc regarder, comme complète, la 
théorie des attractions des sphéroïdes elliptiques. La 
seulechose qu’elle laisse encore adésirer, c'est la valeur 
finie de la fonction que nous avons désignée par L; 
mais l'intégration dont cette valeur dépend est non- 
seulement impossible, comme nous l'avons dit, dans 
le cas général, par toutes les méthodes connues ; 
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elle l’est encore en elle-même, c’est-à-dire que la 
valeur de L ne saurait être exprimée en termes finis 
par aucune fonction composée de quantités algé- 
briques , logarithmiques, ou circulaires. 

Dans le chapitre suivant, nous nous occuperons 
de la théorie des attractions des sphéroïdes peu dif- 
férens de la sphère. Ce problème a d’abord été traité 
par d'Alembert, et, après lui, par plusieurs illustres 
géomètres; mais c’est à Laplace qu’on en doit la 
solution complète ; et les résultats auxquels ilest par- 
venu, par leur fécondité et par leur utilité, non- 
seulement dans la théorie du système du monde, mais 
encore dans une foule de questions physico-mathé- 
matiques , telles que la théorie des fluides, celles de 
la chaleur, de l'électricité et du magnétisme, doivent 
faire regarder les travaux de ce grand homme sur ce 
point important de la mécanique céleste comme 
Tune des plus belles productions de son génie. 
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CHAPITRE IH. 


Attractions des sphéroïdes quelconques. 


16. Nous considérerons, dans ce chapitre, les attrac- 
tions des sphéroïdes quelconques, et en particulier 
celles des sphéroïdes qui s’écartent peu de la figure 
de la sphère. Maïs, au lieu de déterminer immédia- 
tement les attractions que ces corps exercent suivant 
une direction donnée, nous commencerons par cher- 
cher la valeur de la fonction qui exprime la somme 
des élémens du sphéroïde, divisés respectivement par 
leur distance au point attiré, et que nous avons dé- 
signée par V, parce que cette fonction a la pro- 
priété de donner, par sa différentiation , les attrac- 
tions qu’exerce lesphéroïde parallèlement à une droite 
donnée, et que d’ailleurs c’est sous cette forme que 
se présentent, dans les équations de son équilibre, 
les attractions mutuelles des molécules d'une masse 
fluide homogène douée d’un mouvement de rotation, 
comme nous le verrons dans le chapitre suivant. 

Reprenons donc la valeur de V, n° 4, et, pour 
abréger, faisons cosô=y, cos f'=p', on aura 


y= _erdr CLO da ne, 
JIRET = FEES [HV e. V cosa) r 
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r étant le rayon mené de l’origine au point attiré, 
8 l'angle compris entre ce rayon et l’un quelconque 
des axes coordonnés, w l'angle que sa projection sur 
le plan des deux autres axes forme avec l’une de ces 
droites, et r', ®', œw désignant ce que deviennent ces 
trois variables relativement à l'élément dm du sphé- 
roïide. 

Pour étendre l'intégration de la valeur de V à la 
masse entière du corps attirant, il faudra intégrer rela- 
tivement'à 7, depuis 7 =0 jusqu'à r'=R,.R étant 
une fonction donnée. de 8 et de ©! qui exprime le 
rayon vecteur d’un. point quelconque de la surface du 
sphéroïde. Quant aux intégrales relatives à w- et u!, 
elles devront être prises, d'après ce que nous avons 
dit n° 4, depuis w’==0 jusqu'à &'. égal à la circonfe- 
rence, et depuis #'=1 jusqu'a w =i. 

En substituant de même x à la place de cosf, dans 
l'équation (5) même numéro, elle prend cette forme 
plus simple; 


dv 
d. (15). — = 

des gaidy dey. 
CORNE EU DE T 


équation de condition à laquelle devra toujours satis- 
faire la valeur de V, lorsque le point attiré ne fera 
pas partie de la masse du sphéroïde. 

Comme il est impossible d'intégrer l'expression 
de V d’une manière générale, on est obligé, pour y 
parvenir, de recourir aux-méthodes ordinaires d'ap- 
proximation. On réduit l’expression de V en série 
dont chaque terme est intégrable, et l’on obtient en- 
suite sa valeur avec le degré d’exactitude qu'on juge 
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convenable. Pour développer l'expression de V: en 
série convergente , il faut distinguer deux cas, celui 
où le point attiré est extérieur au sphéroïde, et celui 
où il est situé dans l’intérieur de ce corps. Dans le 
premier cas, on ar >, et si l'on fait 


l'unagé aad dd 
F={r—arr [uut Vip. V1". cos (w—#")]+ r°} z 
On réduira F en série convergente, en ordonnant 


son développement par rapport aux puissances des- 
cendantes de r; on aura ainsi 


ES JE AVANT UE + Pr Let ete. 


etil est.clair, d’après la valeur de F, que P,, P,...P; 
sont des fonctions rationnelles et entières de y et de 
Vi ut: cos (wa). F satisfait, par sa nature, à 
l'équation 


d.(1—p*) = 2 
dat: da’ dure 
rte EL. 


Si l'on remplace F par sa valeur en série, et qu'on 
égale à zéro les coefliciens des mêmes puissances 
de r, on aura, i que soit i, 


dP; 
2, RER T dé | 
de S a T (C) 
Si l’on substitue à la place du radical que nous 


avons représenté par F, sa valeur dans l'expression 
de V, elle prendra cette forme : 


V=} HFHH ete, 
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et l’on aura généralement, quel que soit à, 


= [|S plir'i+edr'du'de', 


les intégrales devant être prises depuis 7’ égal à zéro 
jusqu’à sa valeur à la surface du sphéroïde ; l'intégrale 
relative A w', depuis w= 1 jusqu'a u'=— 1, et l’inté- 
grale relative à w, depuis w=o jusqu’à w'—27. 

Si le sphéroïde est homogène, Fintégration rela- 
tive à r’ pourra toujours s'effectuer, et en nommant R 
la valeur de 7” à la surface, on aura 


= ES JSPR dp de. 


Supposons maintenant le point attiré dans l’inté- 
rieur du sphéroïde, on aura r<<r' pour toutes les 
couches du sphéroïde qui enveloppent le point attiré ; 
el pour avoir une série convergente, on réduira F 
en une suite ascendante par rapport à r; On aura ainsi 


F=P,.5+P,. 5 +P. re E nt etc. 


Les quantités P., P,, etc. , étant les mêmes que ci- 
dessus , l'expression de V, en y substituant cette va- 
leur, deviendra 


= Vs + vr = or ete., 


et l’on aura, pour déterminer généralement vi, lé- 


quation 
ö = [f [E dr dede’ 
Li A ) C2 À 


Les intégrales relatives à 7’ devant-être prises de- 
puis r'=r jusqu'à la valeur de 7’, à la surface du sphé- 
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roide, et les intégrales relatives à w’ et à æ dans les 
mêmes limites que précédemment. 

Si l’on suppose, par exemple, le sphéroïde homo- 
gène, et qu'on désigne par R et R’ les valeurs de r 
correspondantes à la surface du sphéroïde et à la couche 
qui passe par le point attiré, on aura, en intégrant 
par rapport à r’, 


= = — =) Pdu'du. 


Connaissant ainsi la partie de V relative aux cou- 
ches du sphéroïde qui enveloppent le point attiré, on 
déterminera comme précédemment la partie rela- 
tive aux autres couches, par rapport auxquelles le 
point attiré est extérieur, et en les réunissant, on 
aura l'attraction qu’exerce sur lui le sphéroïde. 

17. Toute la difficulté du développement de V en 
série se réduit donc à former la valeur générale de P.. 
Cette quantité est, comme nous l’avons vu, une fonc- 
tion finie du degré i deu et de V/1—p".cos(æ— w'). 
On peut supposer par conséquent P, développé en 
série de cosinus de l'angle w— w’ et de ses multiples. 
Soit K, cos z (w—w’) le terme de cette suite qui dé- 
pend de cos n(w—w’'), K, étant une fonction de w 
indépendante de w, qu’il s’agit de déterminer. Obser- 
vons d’abord que le terme qui dépend de cos n(—%") 
dans P, ne peut résulter que des puissances 7,742, 
n+-4, etc. , de cos(w—w'); or cos(w—w") ayant pour 
facteur V'i—, il est clair que cos"(æ—w") aura pour 


facteur (1 — uy. D'ailleurs F étant symétrique par rap- 
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port à u età w’, ces deux quantités doivent entrer 
de la même manière dans chacun des termes de son 
développement, d'où Xon peut conclure que K, 


est de cette forme (1— u}, (1—u"*} H,; on aura 
donc ainsi 


P=H,+ (1-0) (1 AH 1-cos(a—w')-4( 1-2). (1-pe/)5 Ha:0052 (wa) ete 


En sorte que le terme général du développement de 


P, sera (1—u"} (1p F H, cos n(w— w). H, dési- 
gnant une fonction de w dont-il faut connaître la 
forme. P, devant satisfaire à l'équation aux diffé- 
rences partielles (C), si on lui substitue sa valeur 
précédente, la comparaison des cosinus qui dépen- 
dent des mêmes multiples de w—~ w’ donnera l’équa- 
tion aux différences ordinaires 


Te safata p depe mn) HT. H,=0, 


ou bien, en multipliant tous les termes par (1 pt}, 


Lee] 


Ju Hia) itna). (f) 


D'ailleurs il est facile de voir, d’après la considération 
du radical que nous avons représenté par F, que H, 
est de cette forme : 


H = Agi A pins À uit. op Aui + etc. 
En effet, si l’on suppose 


p=pp Vip. Vi™ u". cos(o— w’), 
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et qu'on développe F après y avoir substitüé cette 


ri 


i 
valeur, on trouvera que le coefficient de + Frv dans ce 


développement, est de cette forme : 
ap’ + ap ™ + ap ™ A etc. 


Qu'on remplace maintenant p par sa valeur, et 
qu'on substitue aux puissances de cos(w— w’) leurs 
valeurs en cosinus multiples de w—w", on s’assurera 


sans peine que le coefficient de ( ip cos (© — w") 
a la forme que nous lui avons supposée. 

Si l’on substitue la valeur de H, dans l'équation (f) 
et qu’on égale à zéro les coefliciens des mêmes puis- 
sances de , on trouvera généralement 


À = (nat 3) G—n—2s+1r) A 


28(2i— 25 +1) De 


En faisant successivement s = 1, s= 2, etc., on 
aura par cette formule les valeurs de A,, A,, etc. , 
au moyen.'de la valeur de A.. On trouve ainsi 


C e. 


a P iaa (i7).(i-n-1) dns Gr) (nr) (i-n-2). (i-n-3) 
=A T a(z) |. NÉ. DEA 7 2.4.(airr).(ai-3) 
__ En) (é-n-1).(i=n-2).(i-n-3).(i-n-4). G=n-5) ain 

2.4.6: (ai=1). (213). (21-5) itet ] 


À, est une fonction de x’ indépendante de u; or, w et 
p doivent entrer de la même manière dans l’expres- 
sion de P,, comme nous l'avons vu plus haut; on 
aura donc 


366 THÉORIE ANALYTIQUE 


rt A, (i-n). (i-n-1) plis (i-n).(i-n=1). -1).(i-n-2}. (ns) airs 
Ahn ¥ | 2.(ai-1) PATES. 7 2.f. (ii). Gi) j 
_ (in) (G=n-1).(i-n-2).(i-n-3).(-n-4). Gn=5) nie 
2.4.6.(2i-1).(2i-3).(2i-5) “ii +cte. |, 


et par conséquent 


H, = 8, . La" EEE) Lors + etc. ] 


2.(2i—1) 


x[ # ròs, (i-r). (in) pires D ete. | f 


a(i) 


(+) 


Ên étant une quantité indépendante de y et de w’, 
et qui par conséquent ne peut être qu’un coefficient 
numérique. Il ne reste plus qu'a déterminer ce coef- 
ficient. 

Pour y parvenir, observons que si i—n est un 
nombre pair, la valeur de H, contiendra un terme 
indépendant de x et de y’, et en ne considérant que 
ce terme, on aura 


Bn-[1.2.3...(i-n)]" 
Bin. «(2i—1). Gi 3. (Fn) 
F0. Cr 18 Son en RSS NET Hn+1)] 

[.3.5...(2i—1)]? y 


Hs 


Si ¿— n est un nombre impair, la valeur de H, 
contiendra un terme dépendant des premières puis- 
$ances de w etu’, et en n'ayant égard qu'à ce terme, 
on aura 
Ba. [12.3 2.3...(i—n)] 
APRES (ni). (2i—1). RTS TRE} EN ‚(+n +2)]* 
i Bap. ia. EE O r AE O Scudi 
[1.3.5 ..(2i—1)]? 
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Comparons ces valeurs à celles qui résultent direc- 
tement du développement du radical F. En négli- 
geant les carrés et les puissances supérieures de w 
et de u', on a 


F= [rar cos(a )4r Tr qu [rar r'c0s(a—a/)4r TT. 


Le premier terme de cette valeur renferme toute 
la partie de F indépendante de p et de u’, et le second 
toute la partie qui ne dépend que de la première 
puissance de ces variables. Développons les deux ra- 
dicaux par la méthode que nous avons déjà employée 
n° 5o, livre IL. Si l'on nomme c le nombre dont le 
logarithme hyperbolique est l'unité, et qu’on subs- 
titue pour cos(æ—") sa valeur en exponentielles 
imaginaires, le radical [r° — 2rr'cos(œ — w') HT 
pourra être mis sous cette forme 


Cr Pin) Creer a7 


Si l’on développe les deux facteurs de cette expres- 

sion, qu'on multiplie ensuite l'une par l’autre les sé- 

ries résultantes, on trouvera aisément que le coeffi- 
| PP Ci) LC ER 

cient de ga ——;—), où de 


mi [1 , x 
zp cos n(—0"), est égal à 


1.949 Crne Tat 5i. 3.5...(i—n—1) 


e 2.4.6.. (i+ n).2. 4.6.. {i Min d 


C'est la valeur de H, dans le cas où ¿— n est pair, 
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et où l’on suppose w =o etw—0o; en la compa- 
rant à la valeur trouvée plus haut, on a 


mice _—_ i(i—1).. (Gr ti) 
aE Or 1 PTEE EN) 


Il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient , 
dans le cas où n—=0; on a alors 


B. = 


Aah Si Aen 
KERESET) 


On trouvera de la même manière que le coefficient de 


dub 
Tm HE -cosn (w — w’) dans F, est 


..G+n).1.3.5.. e (i—n) 
B ï Lee 2.4 Bis (i= n —1) 


C'est la valeur de H,, quand i—n est impair, et 
qu'on néglige les carrés et les puissances supérieures 
de x et p'. Si on la compare à celle que nous avons 
trouvée plus haut, dans le même cas, on a 


en TE AR a i(i—1):....(G—n+i) 
n 2 LE 3.3. "GI. CF)... CFn 


Ainsi l'expression de ĝ, est la même dans le cas 
de i—n pair et dans le cas de ¿—n impair. Si 
n= o, on aura, Comme précédemment, 


B. =|: CU OR (ai= 1 À 


I2 Siri e i 


En substituant pour B, sa -valeur dans léqua- 
tion (4), on aura la valeur générale de H,. 
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18. Avant d'aller plus loin, nous allons démontrer 
une propriété remarquable des fonctions, de l'espèce 
de celles que nous avons désignées par P;, et qui 
nous sera utile dans les recherches suivantes. Soient 
Y, et Z, deux fonctions rationnelles et entières de 
u, Vi—psine et V1—u.cos®, qui satisfont 
à l'équation (C), on aura généralement, ¿į étant 
supposé différent de nz, 


SSYZ,dpdo = 0, 


les intégrales étant prises depuis w=—71 jusqu’à 
u=1, et depuis © = o jusqu'à w= 27. 

En effet, par la définition même des fonctions 
Y, et Z,, on aura 
d.(1 =k}. ir af 
"TB + Tito, 


o) 
d SE 2 + 


en CEA —0, 


La première de ces équations, en la multipliant par 
Z.dudew, donnera 


ilit) SY Zn duda == — Zn. 


La seconde des équations (o) fournirait une équa- 
tion semblable. Si l’on retranche l’une de l'autre 
Tover II. 24 
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ces deux équations, qu'on observe qu'en intégrant 
relativement à u, ona 


» 
dicie. d.(1 =). e 
Z — 7" du — dire ge du 
+ dY; D dEn a 
CL - ME" 


quantité qui se réduit à zéro lorsque les intégrales 
sont prises depuis w—— 1 jusqu'à p = 1. 

Qu’on observe de même qu’en intégrant relative- 
ment à w, On a 


dY.: d'Zan „dY FA 
[2 + de = [NT Te Te 


quantité qui se réduit encore à zéro lorsque les 
intégrales sont prises depuis w=—=o jusqu'à w= 27, 
parce que les valeurs de Y,;, p nig £ 
mêmes à ces deux limites; on trouvera 

i(i YY Zdudw = n(n+1)/f[Y;Z,dudo = o. 


On a donc généralement, si z est différent de à, 


SYZ.dudo = o. 


, sont les 


19. Les formules des n” 16, 17 et 18 s'appliquent à 
des sphéroïdes quelconques; nous allons considérer 
présentement en particulier les sphéroïdes très peu dif- 
férens de la sphère, et déterminer les fonctions vos 
vi, etC., 2o, V, etc., relativement à ces sphéroïdes. 
Supposons que le sphéroïde diffère très peu de la 
sphère dont le rayon est a; soit r’ le rayon mené de 
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l'origine des r à la surface du sphéroïde ; on aura 
= a(1 + ay’), a étant un très petit coefficient 
constant dont on peut négliger le carré et les puis- 
sances supérieures, et y” une fonction de sinus et co- 
sinus de 6’ et w’, qui détermine la position du rayon 
r' et qui dépend de la nature du sphéroïde. On a gé- 
néralement pour un point extérieur 


v= 3 [SPir'isdu' de. 


En substituant dans cette formule pour 7’ sa valeur 


précédente et négligeant les quantités de l’ordre a*, 
on aura 


a +3 


w=; Pidu'do' + ataf Py'du'de'. 


On a d’ailleurs généralement, par ce qui a été dé- 
montré n° 18, i étant différent de zéro, 


[Pdu'duw = 0; 
on aura donc simplement 


vi = dta [Py dudo". 
na 
Lorsque ¿ = o, on a, n° 17, P, = 1, et l'intégrale 
relative à w devant être prise depuis w’=0 jusqu’à 
w = 27, celle qui se rapporte à w/, depuis w = 1 
jusqu'a m = — 1, on trouve 
— he 3 TAN 
Yo = -y + Pa., ffy du'du, 
24 « 
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d'où l'on voit que dans l'expression de V la quantité 
} 

v, sera égale à n, plus à une très petite quantité 


de l'ordre æ, et toutes les autres quantités v,, Y, seront 
très petites du mème ordre. 
Supposons généralement 


SfPiy'duwdo = U,, 


on aura 
£ wa 
Ve = a HaaU,, vO = a taU,. 
On aura donc, pour l'expression de V relative à un 
point extérieur, 


__ {ra a'a 


37 QU; +U, + US + etc. ).(a) 


Considérons maintenant l'attraction du sphéroïde 
sur les points intérieurs. On a généralement dans ce 


cas, 
é =ff] AL Li 
[1 — . 


Supposons que V représenie: l'attraction de la couche 
dont le rayon de la surface extérieure est R’, et dont 
la surface intérieure est celle de la sphère du rayon 
a, en sorte que R'—a est l'épaisseur de cette couche. 
En intégrant dans ces limites la valeur précédente , 


on aura 
RE, dæ 
p 
i i—2 js 


en observant que l'on a, par ce qui précède, 
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S[Pdu' dw = 0. 


Si l'on substitue dans cette expression a(iF ay) 
à la place de R’, et qu'on rejette les termes qui s'é- 
vanouissent par l'intégration, ainsi que ceux qui sont 
du second ordre, par rapport à a, la valeur de vı 
deviendra 


(= Sey du du = ae U; 
on aura donc 
Viata: (Ust. 7 +U, H ete: ) 


Telle est l'expression de l'attraction dela couche dont 
l'épaisseur est axy' sur le point attiré; en y joignant 
la valeur de V relative à l’action de la sphère dont 
le rayon est a sur le même point, on aura l’attrac- 
tion entière qu'exerce sur lui le sphéroïde. Or, le 
point attiré est, par hypothèse, situé dans l’intérieur 
de la sphère et à une distance r de son centre ; on aura 
donc, u°5, 


27r 


V = ora — ——, 
et en réunissant les deux parties de V, on aura gé- 
néralement, relativement aux points intérieurs au 


sphéroïde , 


27r 
V=ora — 


AU HU, 4U, Zete. ). (b) 


Les formules: (a) et (b) renferment toute la théo- 
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rie des attractions des sphéroïdes homogènes très 
peu différens de la sphère. En différenciant la pre- 
mière par rapport à r, on aura 


V _ fr 
T de — 3 


a 


C'est l'attraction qu’excerce suivant le rayon r le 
sphéroïde sur un point extérieur. Le premier terme 
de cette valeur exprime, comme on voit, l'attraction 
de la sphère dont le rayon est a ; les termes suivans 
sont de l’ordre æ. Les deux autres composantes de 
l'attraction du sphéroïde seraient du même ordre, 
en sorte qu'aux quantités près de l'ordre du carré de 
a, l'action totale du corps sur le point attiré est 


Aga 


représentée par Hiet 
dr 
Si le point attiré était à la surface même du sphé- 
roïde, on aurait r= a (1 -}- ay), en désignant par 
y ce que devient y’ quand on y change u’ et w' en 
à et w. On aura donc alors, en négligeant les quan- 
tités de l’ordre a’, 


vS gat .(1—ay)+a*a. (U+ U, +U, + etc.) 
(e) 
(F= 1 = (1—22y)+aa. (U.,+2U,+ SU, +ete).| 


20. Ce cas mérite une attention particulière, parce 
qu'il existe, pour les points placés à la surface des sphé- 
roides peu différens de la sphère, une relation im- 
portante entre la fonction V et sa différentielle, qui 
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peut souvent faciliter la recherche de leurs attrac- 


tions. Pour démontrer cette propriété, reprenons 
l'expression générale de V : 


r'°dr du'de 
eh E e aart Lu Vip V e cos(a) + r" 


Supposons que le sphéroïde soit très peu différent 
de la sphère dont le rayon est a, ct qui est décrite 
du même centre; soit” =a (14 ay") le rayon mené à 
la surface du sphéroïde, æ étant une très petite quan- 
tité dont on néglige le carré et les puissances su- 
périeures. Il est clair que lon pourra regarder la 
fonction V comme composée de deux parties : l’une 


. ` ~ k . , ` fre a 
relative à la sphère du rayon a, et qui est égale à “5—3 


l'autre relative à l'excès du sphéroïde sur la sphère, 
et que nous désignerons par u. On aura donc ainsi 


vi + u; 


et l’action qu'exerce le sphéroïde sur le point attiré 
sera 
dVN bai du 
Nadr 3 dr 


Si l’on multiplie par 2r cette seconde équation, et 
qu'on la retranche de la première, on aura 


Var. = AE L 27. z (d) 


Maintenant soit dm’ une des molécules de l'excés 
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du sphéroïde sur la sphère, et f sa distance au point 
attiré ; on aura 


I 
dm du F 
u= F mtas n fa: TS 


on aura donc 


», yi 
uar La BE fre DN 


Si le point attiré est à la surface du sphéroïde, on 
a r=a(1-4+ ar), en désignant par y ce que devient y' 
lorsque w et w/ deviennent u et w; mais comme u 
du 5 ee 
et 7 sont de l'ordre æ, et que nous négligeons les 


quantités de l’ordre a°, il suffira de faire r = a dans 
l'équation précédente ; on aura donc à la surface du 
sphéroïde 


1 
u + aa. f, Z ar. #2), dni. 


Or, on a généralement f= Va — aryr, en 
désignant per y le cosinus de l'angle que forme le 
rayon avec la droite menée du centre du sphé- 
roide au point attiré, ou, ce qui revient au même, 
en faisant 


y= uu- Vin —u’ Vi—y™ cos (w—w'). 


De là on peut conclure aisément, par la différen- 
tiation, 
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I 
TIE 
I f — a 
F Perg : 


En observant donc que dm désignant l'un des élé- 
mens de l'excès du sphéroïde sur la sphère, on a 


dm'= 3 du'dow'= a"ay'du'de', on aura 


u—+ 20. % = aa [[ SE mn kia Aie) 


La quantité renfermce sous lesigne intégral devient 
nulle lorsque l'on suppose r=4«, c'est-à-dire quand 
le point attiré est à la surface du hrs à moins 
cependant que f ne se réduise en même temps à zéro. 
Or j est nul lorsqu'on y suppose à la fois y= 1 et 
r= a, l'intégrale précédente devant être prise entre 


les limites 3 = 1 et y= — 1; il est donc nécessaire 
de savoir ce qu'elle devient dans le premier cas. Si 
les intégrations étaient effectuées, le facteur com- 
mun au numérateur et au dénominateur de la fonc- 
(e—a) y due da’ 


tion disparaitrait, et il serai facile 
ensuite d'avoir sa vraie valeur correspondante à l'hy- 
pothèse de r=a; mais comme la forme de la fonc- 
tion y' est généralement inconnue, 1l faut y parvenir 
indépendamment de cette intégration. Voici pour 
cela un Peagi très simple. Supposons en géncral 
Y= fe, «'); il est clair que le second membre de 
l'équation to devient nul, lorsque r=a, pour 
toutes les valeurs de x’ et de w qui diffèrent sensi- 
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blement de p et de w. Si l'on fait donc w= yu- h, 
et w = w+- k, et qu'on substitue ces valeurs dans 
l'équation (e), on pourra y regarder % et k comme 


des quantités infiniment petites. Cela posé, on aura 
généralement 


J'= fm o)+ €, 


en représentant par € une très petite quantité du 
même ordre que et k. Si l'on substitue cette valeur 
dans l'équation (e), et qu'on néglige la partie dé- 
pendante de Ÿ, qui sera toujours infiniment petite rela- 
tivement à la première, en observant que y=f(x, w), 
puisque y est ce que devient y’ lorsqu'on y change 
p'et w' en met œw, on aura 


u- aa = day. (m — a’) S ] 


Pour faciliter l'intégration, prenons pour origine 
de l'angle que nous avons désigné par 8, le rayon r, 
ce qui donne u= 1, Vi — u’= 0. On aura sim- 
plement alors f= aè — 2arw + T°, et en intégrant 
par rapport à w', depuis œ= o jusqu'à w= 27, 


On a d’ailleurs 
on aura donc en intégrant 
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Eu art 
vi F = 73 . F 
Cette intégrale devant être prise depuis #=— i 


jusqu'à y'=- 1, ce qui donne fra et f=r—a, 
on aura, pour sa valeur complète, 


T I 2 


ar(r + a) TE GET T FORT 7 ? 


par conséquent 


d 
u+ a. = — ST 


Si l’on suppose maintenant r == a dans cette equa- 
tion, on trouve 


d 
u + 24. D = — 47a"ay, (g) 


L’équation (d), en y substituant a (1—ay) à la 
place de r, et en observant qu'aux quantités près de 


l'ordre a, on a as = — ra donne 
Va. A “à + 4Tay Hub 2a.—. 


On aura donc, en vertu de l'équation (g), aux 
quantités près de l'ordre &*, 


dV ma? 
Vp 20. Taa ie, (h) 


Cette équation extrêmement remarquable s'étend 
à tous les sphéroïdes peu différens de la sphère. Elle 
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fait voir que, dans la fonction yapan À toutes les 
quantités de Fordre æ disparaissent, en sorte que cette 
fonction est la même par rapport à la sphère et au 
sphéroïde qui en diffère très peu, quelle que soit 
d'ailleurs Ja position du point attiré à ia surface de ces 
deux corps. Cette équation a d’abord été trouvée par 
Laplace ; mais la démonstration qu'il en donne dans 
le second volume de la Mécanique céleste, et qu'il a 
reproduite ensuite dans le cinquième, a été l’objet 
d'une controverse fort vive, qui a fait même révo- 
quer en doute par plusieurs geomètres la généralité 
du théorème qui en résulte. Il me semble que la dé- 
monstration qui précède est à l'abri de toute objec- 
tion sérieuse (*) 

21. Si l'on substitue dans l'équation {k), pour V et 


dv 
FT leurs valeurs (c), n° 19, on trouvera 


4m. y =U 5U, +50... + (2i 1) U ete: 
La fonction y peut donc toujours se développer 
dans une série de cette forme 


Tv E E E 0e. 


Les quantités Yo, Y,, etc., étant des fonctions ra- 


tionnelles de u, V1—u*.cosw, V 1ı— u’. sina, qui 


(*) Voir, sur ce sujet, Lagrange, Journ, de l’École Polythechnigue, 
tome VIL; M. Ivory, Transactions philosophiques, tome Cil; 
M, Poisson, Connaissance des Tems powr 1850. 
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satisfont à l'équation aux différences partielles (C). 
Cette réduction est indépendante de la forme de la 
fonction y, et doit être considérée comme une pro- 
priété résultante des attractions des sphéroïdes pen 
différens de la sphère. 

Si l'on compare les deux valeurs précédentes de 7, 
en observant qu'on a, n°19, U= P, ydu'do', 
on trouvera généraiement 


, I ! 4: Y; 
SfPir'du'do! = FT (2) 


On a d’ailleurs, en représentant par Y's, Y’,, clc., ce 
que deviennent les quantités Y., Y,, etc., lorsqu'on y 
change u et w en p'et w, 


r =Y, 4Y +Y... HY ete. ; 
en observant donc qu’ona généralement, par le n°18, 
SSP X ,du'de — 0, 


n étant un nombre différent de i, l'équation (L) 
donnera simplement 

SSPN du'd = Lt, (m) 
les limites des intégrales étant les mêmes que précé- 
demment. 

Cette équation renferme l'énoncé d’une nouvelle 
propriété remarquable dont jouissent les fonctions 
de la nature de celles que nous avons désignées par 
Y; et Z,; mais elle est plus restreinte que la pre- 
mière, démontrée dans le n° 18, parce qu'alors nous 
supposions aux fonctions Y; et Z, tonte la généralité 
dont elles sont susceptibles, tandis qu'ici nous sup- 
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posons à l'une d'elles la forme particulière des fonc- 
tions que nous avons désignées par P.. 

La première conséquence qui résulte de l’équa- 
tion (m), c’est que la fonction y ne peut admettre 
qu'un seul développement de la forme Y, +Y, +Y, 
+ etc. En cffet, supposons que y puisse s'exprimer 
par les deux séries suivantes : 


=X. +Y +Y ete., 
= 2 +Z, +Z, + ete.; 


si l'on y substitue w et w à la place de p et œ, et 
qu'on multiplie par P; ces deux séries, on aura gé- 
néralement 


= ! ffPy'du'de = Y;= 7, ; 


d'où il suit que les deux développemens précédens 
sont identiques. 

On peut conclure généralement de l'équation (m) 
que lorsque le développement de y en série de cette 
forme Y,+ Y, -+ Y, -+ etc., sera connu, on aura, 
immédiatement et sans intégration, les quantités U,, 


d 
U., U, etc., n° 19, et les valeurs de V et de — ai de- 


viendront, pour les points extérieurs, 


vai + ie a (x +a Y ra A rende etc.) |. 
fav Te te æ (lii). a 2,47 80 
EN 0 AE (+ 3r L+ 5r” ENa GRETA ri Ye.) 


On aura de même, pour les points intérieurs, 
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do AT +o Letn Tnt AT A 
ME (gr Yeh Y Fi ae tete ) 


Quand le point est situé à la surface du sphéroïde, 
ces deux dernières formules doivent être identiques 
avec les premières ; et en effet, si l’on y suppose 


r—a(1+ay), et qu'on observe que l'on a, par 
hypothèse, 


=Y. HY HV... PY p etc., 


on trouvera 


V -4-2a. d = — sx , 
équation qui doit exister, comme nous l'avons dé- 
montré, pour tous les points de la surface. 

Les formules (z), (p) sont dues à Laplace ; elles 
offrent, sous une forme très simple, les expressions 
les plus générales des attractions des sphéroïdes peu 
différens de la sphère. On peut les simplifier encore 
par les considérations suivantes. 


Soit M la masse du sphéroïde que nous suppose- 
rons homogène ; on aura 


M fdr wda zaa P fraude; 


ou bien, en mettant pour 7 sa valeur a(1+ay'), 
M = re + a, fy dwda. 


Si, à la place de >”, on substitue son développement 
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Yo Yi etc. dans cette expression, en remarquant 
qu'on a généralement par le n° 11 S'Y'du'dw —0, 
i étant diflérent de zéro, et que dl'on a, par ce qui 
précède, / Ydw da — 4m Y,, on trouvera 


= fe + 47raÿaY.. 


En prenant donc, pour la valeur de a, le rayon de 
la sphère égale en solidité au sphéroïde, on aura 
Y, =o , et le terme Y, disparaîtra de la valeur de y, 
ainsi que ceux qui eu dépendent dans les formules 


(n) et (p). 
On a généralement 


ya EL SJS Py'dydo'. 


Si l'on suppose i= 1 dans cette équation, et qu'on 
substitue à la place de y’ son développement, on 
aura 


Y, = À JPY du da 


D'après la valeur générale de P;, il est aisé de voir 
qu'on aura, dans le cas de i= 1, 


P—=hu+h. Vi — p". sino +". Vi—u™.cosw, 
h, h', h” étant des constantes. On aura donc 
Y= À Mre du dw + Er Vip, sin o'du' de" 


m am: E V1 . cos‘ du'de 
4r 
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Si l'on désigne par dm l’un des élémens de l'excès 
du sphéroïde sur la sphère, on aura 


dm = aa. [[y' dw da ; 
on peut donc écrire ainsi la valeur de Y,, 


Y= How! .dm+H'/fa V 1e” sino .dm+H"faV 1— p coswidm , 


H, H’, H” étant trois quantités constantes. 

Si l’on désigne par x’, y’, z les trois coordonnées 
rectangulaires de la molécule din, on aura, aux quan- 
tités près de l’ordre æ, 


x'= a, y=aVi pr sine, z =a Vin .cose. 


Si, de plus, on suppose l'origine des coordonnées au 
centre de gravité du sphéroïde, on a 


Jx 4m=0, , ÎTam=t, Jam = 0: 


On aura donc, dans ce cas, Y,—0. Le terme dé- 
pendant de Y, disparaîtra par conséquent dans le 
développement de y et dans les formules (x) et (p), 
en prenant pour origine des coordonnées le centre 
de gravité du sphéroïde. Ce résultat d’ailleurs peut 
aisément s'étendre à toute espèce de sphéroïdes. 

22. Concevons maintenant le point attiré situé dans 
l'intérieur d’une couche à trés peu près sphérique ; 
plaçons l'origine des coordonnées au centre, et sup” 
posons que le rayon de la surface intérieure soit 


a+ au. (N,+Y,+Y, + etc:), 


et que le rayon de la surface extérieure soit de la forme 
Tome IL. i 20 
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a' + aa. (NY, + Ya HY + etc.). 


Si l'on désigne par AV Tattraction de la couche, il 
est clair qu'on aura la valeur de AV, en retran- 
chant la valeur de V relative au premier sphéroïde, 
de la valeur de V relative au second; on trouvera 
ainsi 


AV = 27. (G — a") -= 47 a . ar b gA +- NA (Fr Y.) 
i Aa a s 
HEC =T) Hete: | 


Si l’on veut que le point placé dans l'intérieur de 
la couche soit également attiré de toutes parts, il 
faut que AV se réduise à une fonction indépendante 
des variables r, 0 et w, puisque les différences par- 
tielles de AV, prises par rapport à ces quantités, ex- 
priment les attractions de la‘ couche sur le point 
attiré. Cette condition donne Y',=—0 , et généra- 


lement 
Y£ y" Yn, 


équation qui détermine le rayon de la surface ex- 
térieure lorsque celui de la surface intérieure est 
donné. 

Si la surface intérieure est elliptique, on a 


Y, = 0, Y{=0, etc., 


ct par conséquent 
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les rayons des surfaces intérieure et extérieure de 
la couche sont donc 


a(i + aY,), a'(1+aY,); 


d’où l'on voit que ces surfaces appartiennent à deux 
ellipsoides semblableshet semblablement placés, ce 
qui s'accorde avec le résultat trouvé n° 8. 

Supposons le rayon de la surface intérieure de la 
forme a(1 ay), et le rayon de la surface extérieure 
de la forme a(1ay—az), z étant une fonction de w 
et de w qu'on pourra développer en une série de 
cette forme, 


z = 2, + 2, + Z, + etc. 


On aura, par les formules (z) et (p), relativement 
aux points intérieurs et extérieurs , 


eer (Z+ $.Z, + g ZH ete. ), 


A'V = na'a . (Z. —- Da Z, + ga Z -H etc. È 


AV — 


En différenciant, on aura pour lesattractions qu’exerce 
Ja couche sur les points extérieurs et intérieurs, sui- 
vant le rayon r, 
d.AV zas / 24 3a* à 
SAT = (25.2, + F3 Za + cte. ) 
dAV free fr 27” 
mx: =. ( Fait ga a + ete. } 


Si l’on suppose donc le point à la surface, qu'on 
fasse r—a dans ces formules et qu'on les compare 


2 
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ensuite, on aura 


LES 4mraa. (Z +Z +Z + ete.) =4maaz. 


dr 
D'où l'on voit que si deux points sont situés sur 
le même rayon, l’un à la surface extérieure, l'autre 
à la surface intérieure du sphéroïde, la différence 
de l’action de la couche sur les deux points sera 
proportionnelle à son épaisseur, et la même que si 
la couche était sphérique. 

23. Considérons présentement un sphéroïde hétéro- 
gène peu différent de la sphère, et composé de couches 
homogènes dont la figure et la densité varient sui- 
vant une loi quelconque. Soit a(r +2y) le rayon 
d'une de ces couches ; si l’on développe y en série 
Y. + Y, +Y, + etc., les quantités Y,, Y,, Y,, etc., 
seront des fonctions de a variables d’une couche à 
une autre; et en différenciant par rapport à a la pre- 
mière des équations (m), on aura pour la valeur de 
V relative à lacouche dont l'épaisseur est da+x.day, 
et dont nous représenterons par f la densité, 


5 
ir, pdt. pd. (P.Y, + SV Sn a H ete.) 


Si lon regarde, dans cette différentielle, p comme 
une fonction de a, et qu'on intègre relativement à 


cette variable, on aura pour la valeur de V qui se 
rapporte au sphéroïde entier, 


y =£ [pda E foa {e HE, +ete.). 
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Les intégrales devront étre étendues depuis a= o 
jusqu'à a= a', en nommant a'la valeur de a cor- 
respondante à la surface. 

Pour avoir l'attraction du sphéroide hetérogène 
sur un point intérieur faisant partie de la couche 
dont le rayon est a (1 ay), on emploiera la pre- 
mière des formules (7) depuis a==0 jusqu’à la valeur 
de a répondant à cette couche, et la première des 
formules (p), depuis cette valeur de a jusqu'à a = #, 
cette dernière valeur se rapportant à la surface. Si, 
après avoir différencié ces équations par rapport à a, 
on les multiplie ensuite par f, et qu'on intègre leur 
somme , On aura 


_ 4r a, LL ; UE à MG 
V=. feda +. fed(a TEHE Yaete.) 


ar 


hp Seda"+ fre. f d.(a Y +Z.Y,+ s Ea ete.) 


Cette valeur représente l'attraction du sphéroïde hé- 
térogène sur les points intérieurs. Les deux premières 
intégrales devront être prises depuis 4—0 jusqu’à 
a=a, et les deux dernières depuis «= 4 jusqu'à 
a= a. Il faudra en outre, après les intégrations, 
substituer a au lieu de r, dans les termes multipliés 


t — «y 


. 1 G 
par q, et - au lieu de Fi dans les termes qui sont 


Le 
indépendans de a. 

24. Il nous reste à montrer comment on peut par- 
venir à développer la fonction y =f (m, w) dans 
une série de la forme Y, +Y, + Y, + etc., les quan- 
tités Y., Y., Y,, etc., étant déterminées par la condi- 
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tion de satisfaire à l'équation 


TA dY, 
a[ ame. 52 dé 4 y= 
RS nc a O a 


Si Fon désigne par K, le coefficient de cosnw dans 
la valeur de Hp on aura 


a [ae 7 Ol, vs tt E, Paa 
-=T Sop 


et la valeur la plus an de K, qui satisfera à 

cette équation, sera l'expression de P; du n° 17, en 

la multipliant par une constante arbitraire; Cest- 

à-dire qu'on aura 

(i—n) (amt) 
2(2i—1) 


K;=A,(1—#})2. | a= enr ete. | 


On aura donc, pour la partie de Y, dépendante 
de l'angle nw, 


Gi jë [a (i-n)(i-n=1) priete. |, (Asinna+4-B,cosne), 


2(2i-1) 
À, et B, étant deux constantes arbitraires. 

Si l’on fait successivement n=0, n=1 , n==2...n =i 
dans cctte expression, et quon ajoute entre elles 
toutes les fonctions qui en résulteront, leur somme 
sera lexpression de Y;, qui renfermera, comme on 
voit, 2: 1 arbitraires, B,, A,, B,, etc. Si lon 
suppose ensuite 1—=0,1=—1, etc., on aura les 
valeurs des fonctions Y,, Y,, etc., et leur somme 
Y.+Y,+Y..... + Y, renfermera (s+ 1} cons- 


tantes indéterminées. 
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Soit maintenant S une fonction donnée, ration- 
nelle et entière, des trois coordonnées rectangulaires 
X, J, Z, qu'il s’agit de développer en série de la 
forme Y,- Y, -+Y, -+ etc. Voici le moyen qu'on 
emploiera pour y parvenir. Si l'on transforme les 
variables x, y, z en trois autres r, w, w, déter- 
minées comme dans le n° 4, on aura 


a=ru, Y =r. Vi—u.cose, z=r. Vi—p".sin®, 


en substituant ces valeurs dans S, cette quantité 
deviendra fonction rationnelle et entière de w, 


Vi—mwcosw et \/1—ym"sin®, et l'on pourra la 
développer en fonction des sinus et des cosinus de 
l'angle w et de ses multiples. Si l’on suppose donc que 
S soit la fonction la plus générale de l’ordre s, sin nw 
et cos ns , dans ce développement, seront multipliés 
par des fonctions de la forme 


Ci}. (Au Bu + Cu + etc.) ; 


d’où l'on voit que la partie de S dépendante de Par- 
gument nw renfermera 2(s—n + 1) arbitraires. La 
partie de S qui dépend de langle w et de ses mul- 
tiples, renfermera donc s(s-}1) indéterminées; la 
partie indépéndante de langle œw en renfermera s+1; 
la fonction S contiendra donc (s+- 1}? constantes in- 
déterminées. 

La fonction Y,- Y,+Y,...—Y, renferme pareil- 
lement (s+-1} arbitraires; il sera donc toujours 
possible de transformer S dans une fonction de cette 
forme. 
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Pour cela, on prendra l'expression la plus géné- 
rale de Y,, on la retranchera de S, et l’on déter- 
minera les arbitraires de manière que les puissances 
et les produits de w etde V 1—p° de l'ordre s dispa- 
raissent de la différence S—Y,, qui deviendra ainsi 
une fonction de l’ordre s— 1, que l’on désignera 
par S'. On prendra l'expression la plus générale de 
Ye et on la retranchera de S’; on déterminera les 
arbitraires de manière que les puissances et les pro- 
duits de w et de V1—w* de l'ordre s — ı dispa- 
raissent de la différence S'— Yoy» et ainsi de suite. 
On déterminera successivement de cette manière 
les fonctions Y,, Yes Yu etc., dont la somme 
représente S. 
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CHAPITRE IV. 


De la figure d'une masse fluide homogène en équi- 
libre , et douée d'un mouvement de rotation. 


25. Après avoir développé, dans les chapitres qui 
précèdent, les formules générales des attractions des 
sphéroïdes, nous allons les faire servir à la déter- 
mination de la figure d'une masse fluide tournant 
autour d’un axe fixe, et sollicitée par les attractions 
de toutes ses parties et par la force centrifuge due 
au mouvement de rotation. Nous supposerons d'abord 
le fluide homogène : cette question est alors suscep- 
tible d’une solution rigoureuse. 

Soient a, b, c les trois coordonnées d’un point quel- 
conque de la surface du fluide, P, Q, R les forces 
accélératrices qui agissent sur ce point, décomposées 
parallélement aux axes des coordonnées; prenons 
pour axe des x l'axe même de rotation ; désignons 
par n la vitesse augulaire commune à tous les points 
de la masse, et par r= y PF la distance à l'axe de 
rotation du point dont les coordonnées sont a, b, c- 
La vitesse absolue de ce point sera ra, et n° sera la 
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force centrifuge qui l'anime : on aura douc, n° 39, 
livre I“, pour l'équation de l'équilibre, 


Pda + Qdb + Rdc — n’rdr =o, 


et cette équation représentera aussi celle de la surface 
extérieure du fluide. 

Supposons maintenant que les seules forces accé- 
lératrices qui agissent sur lui soient les attractions 
mutuelles de ses élémens ; on aura 


PEL =p é -ameg dé 
zT- Bat DA db? à ‘de? 
V désignant la même fonction que dans le n° 1. 
L'équation de nes he: deviendra donc 


dat. db% de+n'rdr=o. (1) 


La valeur de V dépend de la nature du fluide et de 
la disposition de ses élémens. On ne peut donc pas 
déterminer à priori la surface de l'équilibre au moyen 
de l'équation précédente; mais cette équation ser- 
vira à indiquer, parmi les hypothèses arbitraires 
que l'on peut faire sur la figure de la masse fluide, 
celles qui satisfont aux conditions de l'équilibre. 

Considérons d’abord une masse fluide homogène à 
laquelle nous supposerons la figure d'un ellipsoïde 
dont laxe des x est laxe même de rotation; 
plaçons l’origine des coordonnées au centre de la 
masse; l'équation de la surface sera alors 


= 


= z+ F5 7 
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Dans les ellipsoides homogènes, on a, n°9, 


LE fit NN _ ep La ed 
A e Es, D 70" 


æ, 6, y désignant des quantités indépendantes des 
trois coordonnées a, b, ce. En substituant ces valeurs 
dans l'équation (1), et en observant que la valeur 
de r donne rdr = bdb + cdc , on aura 


æ .ada ~- (E — n°). bdb + (y — n°) cde = 0. 
L'équation de ellipsoïde , en la différenciant , donne 


ada bdb cde 
Pa T a: SeN, 
Pour que ces deux équations coïncident, il faut 
qu'on ait 
LEE ue a E g CA re 
Fret = ONE en (a) 
d'où l’on tire 


Eh” — yh” = r. (h — h”). 


Le second membre de cette équation est indé- 
pendant du troisième axe À de l'ellipsoïde; il faut 
donc que le premier le soit pareillement. Or, si l'on 
remplace 6 et y par leurs valeurs données n° 10, 
on verra que, pour satisfaire à cette condition, il 
faut nécessairement supposer k'=}"; alors l’ellipsoïde 
est de révolution autour de laxe des x ; on a par 
conséquent 6 = y, et les équations (a) se réduisent 
à la suivante : 
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a 2 


EAE @) 


Si L est le plus petit des trois axes, l'ellipsoïde est 
aplati ; dans le cas contraire, il est allonge vers les 
pôles. Supposons d’abord .le sphéroide aplati, et 


à h2= 7 7 
faisons comme dans le n° 9, —x— =, d’où l’on 


a Ae Ne: m 

tire T = 1 à^; on a d'ailleurs, en désignant par 
M la masse de l’ellipsoïde, et nommant p la densité, 
M= {$ rphh, ou bien M=+#7p.(r#29).h5, Les 
formules du n° 10 donneront donc ainsi 


ES aia na .(A— arc. tang à), 
1+2° À 
E = 27. —— (are. tang À — ei 


Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (b), et 


, n . 
que , pour abréger, on fasse T e On tire 


ga + 2ga" 
9 + 34° ja (2) 


arc. tang A 


Cette équation étant résolue par rapport à à, don- 
nera le rapport des deux axes de ellipsoïde. Si la 
valeur de cette quantité est réelle, il y aura tou- 
jours, pour une valeur. de # donnée, une figure 
elliptique qui répondra à l'état d'équilibre ; si elle 
est imaginaire, l'équilibre de la masse fluide ne 
pourra point exister avec une pareille figure. Enfin, 
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sil y a plusieurs valeurs de À qui conviennent à 
l'équation (2), il y aura aussi plusieurs figures 
d'équilibre correspondantes à un même mouvement 
de rotalion. 


26. Il convient donc de discuter avec soin l'équation 
(2), et comme elle est transcendante , il faut pour 
cela recourir aux considérations géométriques, qui 
sont très utiles dans ces sortes d'occasions. Faisons 
donc 
PE ga + 2ga 
= Fin, 


— arc. tang À, (5) 


et regardons ọ comme l'ordonnée d'une courbe dont 
à représente l’abscisse. On voit dabord que si l’on 
change le signe de À, lordonnée @ conserve, au 
signe près, la même valeur : d’où il suit que la courbe 
que représente l'équation (3) est semblable du côté 
des abscisses positives et du côté des abscisses néga- 
tives ; ses deux branches couperont donc l'axe des 
abscisses à des distances égales de l'origine, et don- 
neront les mêmes figures de l'équilibre. I suffira par 
conséquent de considérer la partie qui répond aux 
abscisses positives. Cela posé, si l'on fait croître A 
depuis A= 0 jusqu'à A = œ, l'ordonnée p commence 
et finit par être positive; d’où il suit qu'entre ces 
deux limites la courbe coupe un nombre de fois pair 
l'axe des abscisses , et que par conséquent il y a tou- 
jours au moins deux valeurs de À qui satisfont à 
l'équilibre. 


En différenciant l'équation (3), on trouve 
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do P: 6a°. [qa + (10g -— 6)a? + 9g] 
da +2) (943a 


y wt 
et la supposition de dọ = o donne 


qat + (og — 6) àa” + 9g = 0; 
d’où l'on tire 
i eh. à + 
Le — s —5æ/( 5). (5) 

Ce sont les valeurs de A* qui correspondent aux 
valeurs maxima et minima de l’ordonnée 9. Comme 
ces valeurs ne sont qu'au nombre de deux, il est clair 
que @ n'a qu'un maximum et un minimum du côté 
des abscisses positives, ce qui exige que la courbe 
ne coupe l'axe des abscisses qu’en trois points, en y 
comprenant l'origine. Il n'y a donc que deux valeurs 
de 2° qui répondent à l'équilibre. 

L’équation (5) détermine aussi une limite des va- 
leurs de q, au-delà de laquelle l'équilibre n’est plus 
possible avec une figure elliptique. En effet, si J'on 
suppose 


il est clair qu’en donnant à q une valeur plus grande 
que celle qui est déterminée par cette équation, la 
valeur de à? qui en résultera sera imaginaire ; les 
ordonnées @ ne seront donc susceptibles ni de maxi- 
mum ni de minimum, et la courbe ne coupera jamais 
Taxe des abscisses. L'équation précédente donne 
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g = 0.3750, ďToùľon tire A= 1.73522; 


mais on peut assigner à ces deux quantités des limites 
plus approchées. 

Pour cela, j observe qu’il peut arriver que la courbe 
soit simplement tangente à l'axe des abscisses sans le 
toucher; on a alors à la fois dọ = o et ọ = o. 

La première de ces équations donne 

+ 6» 
1 GT oF’ 
et cette valeur, substituce dans l'équation (3), 
donne 
73 + Bon + 27A 7a HoA 
arc. tang à = — 54 —r u 
5 GHX)(3+ 27) (ga) aa) (942) 

Cette dernière équation, en la résolvant par ap- 

proximation, donne 


A= 2.5292, dou lon tire g= 0.53701, 


le rapport de l’axe de l'équateur à l'axe des pôles 
étant exprimé par la quantité y1+%, il est, dans ce 
cas, égal à 2.7197. 
LR n° . 
Nous avons supposé généralement q = fe soit T 


le nombre de secondes que l'ellipsoïide emploie à faire 


’ . 27 . 
une révolution autour de son axe, T sera la vitesse 
dont est animée la molécule située à l’unité de dis- 
tance de l'axe de rotation , et la force centrifuge de 


2 


cette molécule sera ar on aura donc 
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Il suit de là que, pour les masses de même densité, 
les quantités g sont proportionnelles à la force cen- 
trifuge correspondante au mouvement de rotation, 
ou en raison inverse du carré du temps de la rota- 
tion. La valeur de q par rapport à la Terre est de 
0,003/44957, et la durée de la rotation de cette 
planète de 0,99727; d'où l'on peut conclure que pour 
une masse fluide de même densité que la Terre, 
la durée de la rotation, correspondante à la limite 
0,53701 de q, serait de 0/,100g0. La masse fluide 
ne pourra donc pas être en équilibre avec une figure 
elliptique, si le temps de sa rotation est moindre que 
ol, 10090; et s'il surpasse cette limite, il y aura tou- 
jours deux figures elliptiques , mais non davantage, 
qui satisferont aux conditions d'équilibre. 

27. Nous avons supposé jusqu'ici l’ellipsoïde aplati 
aux pòles; voyons maintenant si l'équilibre pourrait 
exister avec une figure elliptique allongée vers les 
pôles. Il faut, dans ce cas, faire à° négatif ; sait donc 
à = — à", la quantité à% étant supposée positive 
et plus petite que l'unité, parce que sans cela 
V1 + A devenant imaginaire, l'ellipsoïde se chan- 
gerait en un hyperboloïde. Si à la place de À on 
substitue sa valeur Æ X V— 1 dans l'équation (4), 
on trouve 
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et pour que l'ordonnée 9 soit un maximum ; il fau- 
dra supposer 


(1 ŻA) (9 — ag E 6a” = o. 


Or, il est évident que tous les termes de cette équa- 
tion étant positifs lorsqu'on donne à A’ une valeur 
comprise entre X=— o et A“ = 1, cette équation 
est alors impossible : la courbe ne coupe done jamais 
l'axe des abscisses entre ces limites; il n’y a donc pas 
d'équilibre possible ‘avec une figure elliptique allon- 
gée vers les pôles. 

28. Considérons maintenant-les variations de la Ipê- 
santeur à la surface de l'ellipsoïde. La pesanteur est ła 
résultante de toutes les forces qui agissent, sur un 
point matériel placé a cette surface. Soit p cette, ré- 
sultante; en désignant comme précédemment par a, 
bé, cy les attractions de l’ellipsoïde, parim sa vitesse 
de rotation, . on aura 


p = Var o PE RP PEUT FER). 


Ilrésulte.d' abord de-cette équation, que la ra À 
teur! aux diflérens points d'uni rayon: du ;sphéroïde 
est proportionnelle à Jeurs distances du centre; en 
sorte que si l’on connait la ré à la, surface, 
on aura immédiatement celle qui s'exerce dans Tin- 
térieur de l'ellipsoide. i 

Considérons en particulier l'ellipsoïde de ce 
tion: on a, dans ce cas, 


p= Vaar (be) (8 =), L ooh 
Tome IL, 26 


ra 
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d'où, en vertu de l'équation (b), on tire 


BE CROP S 
p= ayati +c").77 
On a d'ailleurs, par l'équation de l’ellipsoïde , 


BP + a 
+. F? 


par conséquent , 
pe > Vah? — he) + ht. 


y 3 ah’ 

A l'équateur, ona a= o, et par suite p = py’ aux 
pôles , on a a = h et p= ah; la pesanteur à l'équa- 
teur est donc à la pesanteur aux pôles, comme le 
diamètre de l'équateur est à l'axe des pôles. 

29. Déterminonsla relation quiexisteen général à la 
surface de l'ellipsoïde entre la pesanteur et la latitude. 
Si l'on nomme £ la normale à l’ellipsoïde prolongée 
jusqu’à la rencontre de l'axe de révolution, et qu'on 
prenne pour plan des x, y, le méridien passant par 
le point de l'ellipsoïde que l’on considère, on aura, 
en nommant a et b les coordonnées de ce point, 


t—b. Vi+z = ee Zi. Va GTR) FT. 


On aura donc 
M hat L 
ke kd > 


p = 


d'où il suit que la pesanteur est proportiounelle à Ja 
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normale de l'ellipsoïide prolongée jusqu'a l'axe de 
révolution. 

Nommons 4 le complément de l'angle compris 
entre la normale et l'axe de révolution; sera la 
latitude du point de l'ellipsoide que l’on considère; 


mit f ; ; 
on aura ainsi à Te Si l’on substitue cette va- 


leur dans l'équation de ellipse, et qu'ensuite on 
élimine, à l’aide de léquation résultante, a de la 
valeur précédente de z, on trouvera 

h” 


> Aeg 


on aura done 
ha 


F n 
si ni hr . cos! Ÿ 


Si dans cette équation on substitue pour a sa valeur, 


2 


3 he — 
et 1 + À* à la place de — , On trouvera 


fee LG +). (aarc. -are tanga): 
EUR V'1+ X cos 2° cos? | 


On aura, au moyen de cétte équation: la pesan- 
teur correspondante à une latitude donnée; il ne 
s'agit plus, pour en faire usage, que de déterminer 
les constantes qu'elle renferme. 

En nommant T le nombre de secondes que l'ellip- 
soide emploie à faire une révolution autour de son 

47? 
La upg . ` 
axe, nous avons trouvé, n° 26, fes; on tirede la 


J 
26.. 
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Soit c la longueur d’un degré du méridien, me- 
suré à la latitude 4; le rayon osculateur de ce méri- 


dien est, par la nature de l’ellipse, tarh . On 


(a + 2° cos )t 
aura par conséquent 
CHR na posés (6) 
(1+ à cos" di 


et cette équation, combinée avec la précédente, don- 
nera 
keha Ea 


R a 12% 
S a E = 180°,c.(1+ ° cos 4). JT z 


La valeur de p deviendra ainsi 


à gA 

p= 180°.c .(1 "cost a). emeetan S 
équation qui ne renferme plus que g d'inconnu. Si 
Von nomme / la longueur du pendule simple qui fait 
ses oscillations dans une seconde de temps, on aura, 
n° 17, livre I", p=—7"l, En substituant pour p cette 


valeur, l'équation précédente donnera , pour déter- 
miner g ; 


_2160.c. (1 + x cos A). (A— arc. tang à) 
Ti 


Cette équation, combinée avec l'équation (3) du 
n° 26, fera connaitre la valeur de g, et celle de 
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À, au moyen de la longueur du pendule à secondes 
et de la grandeur du degré, observées l’une et l'autre 
à la latitude 4. 

Supposons 4 == 45° et q une très petite quantité, 
comme cela a lieu pour la Terre; ces équations don- 
neront, en les développant, 


=t peon, TE 720.c 2 x 
FE mil 7" Aa) SE 
NEAR 35 “etc 

=; ae Do à 


On a trouvé, par la mesure de l'arc du méridien 
terrestre, et par l'observation du pendule qui bat les 
secondes sous le parallèle de 45°, 


c= nrn, l= 0™,993452. 
On a de plus T = 86:64" ; on conclura de là 
q = 0.0054496; A’ = 0.0086877. 


Cette dernière valeur donne V 1-+A°=1 .0043344; 
c'est le rapport de l’axe de l'équateur à celui du pôle; 
ces deux axes sont à très peu près entre eux comme 
231,7 est à 230,7, et les pesanteurs à équateur et 
aux pôles sont, comme on l'a vu n° 28, dans le même 
rapport. 

On peut encore déterminer le demi grand axe A 
du pôle au moyen de l'équation (6). En effet, en 

„faisant = 45°, on en tire 


180°.c. 1x 180®%.c , 
ae Eea p E, (1 —}A*— etc.) ; 
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d'où il résulte, en réduisant cette formule en nombres, 
h== 0552954". 


Il est à remarquer que la limite que nous avons 
trouvée pour g, n° 26! n’est pas, comme on aurait 
pu l’imaginer, celle où le fluide commencerait à 
se dissiper en vertu d'un mouvement de rotation 
trop rapide. En effet, on a vu, n° 28, que la pe- 
santeur à l'équateur est à la pesanteur au pôle dans 
Je même rapport que le diamètre de l'équateur est à 
l'axe du pôle; rapport qui, dans ce cas, est celui 
de r à 2,7197; d'où il faut conclure que si, au- 
delà de la limite 0,55701 de g, l'équilibre ne peut 
subsister avec une figure elliptique, c’est qu’il est alors 
impossible de donner à la masse fluide une figure 
elliptique telle , que la résultante de ses attractions 
et de la force centrifuge, soit perpendiculaire à sa 
surface. 

30. Nous venons de voir, n° 26, que, pour un mou- 
vement de rotation donné, il sera toujours possible 
d'assigner deux figures elliptiques qui satisferont aux 
conditions d'équilibre ; mais il n’en faut pas conclure 
que ces deux états d'équilibre correspondent à la 
même force d'impulsion primitive , parce que le mou- 
vement de rotation que prend la masse fluide dépend 
nou-seulement de l'intensité de cette force, mais en- 
core de la manière dont elle lui est appliquée. 

En effet, considérons une masse fluide agitée pri- 
mitivement par «les forces d'impulsion quelconques, 
et ensuite abandonnée à elle-même et à latiraction 
mutuelle de toutes ses parties. Par le centre de gra- 
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vité de la masse, concevons un plan qui soit celui 
par rapport auquel la somme des aires tracées par 
chacune des molécules du fluide multipliées par leurs 
masses est un maximum; Ce plan conservera sans 
cesse cette propriété, et lorsque, après diverses oscil- 
lations du fluide, son mouvement deviendra un mou- 
vement uniforme de rotation autour d’un axe fixe, 
l'équateur de la masse se confondra avec le plan 
maximum des aires, et l'axe de rotation sera per- 
pendiculaire à ce plan. Soit donc lidt la somme des 
aires décrites pendant l'instant dt, à l’époque où la 
masse commence à s'agiter, par les projections de 
chacune des molécules fluides sur ce plan, multipliées 
par les masses de ces molécules; cette somme res- 
tera constamment la même pendant toute la durée 
du mouvement. Or si l’on désigne, comme nous l'a- 
vons fait, par z, la vitesse angulaire de rotation com- 
mune à toutes les molécules de la masse, et par 
Vi" + c la distance de la molécule dm à l'axe de ro- 
tation, l'aire décrite par cet élément, projetée sur le 
plan de l'équateur et multipliée par sa masse, au 


bout du temps dt, sera = (b° + c°)dm. On aura donc 


1.8. (4 e) dm=H, 


l'intégrale S devant s'étendre à la masse entière du 
fluide. 

Or S.( + c*)dm est le moment d'inertie de la 
masse relative à laxe de révolution. Par la nature 


. LU la * 8 
des ellipsoïdes, ce moment est égal à B iHay. 
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On aura donc 


A 
AFE (r Ha) n= H; 


D'ailleurs, en désignant par M la masse du fluide, 
ona 


íze „W. (G 4a) = M. 


Au moyen de ces deux équations, on trouve 


IT Aaii (Ea Fa 


% MT 


cotée 


Nous avons représenté par q cette quantité, dans 
25H" PRE 
MT 
= 9 (x HAS, et l'équation (2) du même nu- 

méro deviendra 


le n° 25; en faisant donc g'— , On aura 


ga taga (i + Ou 
9 + 3x 
On déterminera À au moyen de cette équation, et 


en substituant sa valeur dans l'expression de M, on 
en déduira la valeur de %4. 


— arc. tang À = 0. 


Nommons ọ la fonction que représente le premier 
membre de l'équation précédente; cette fonction doit 
être égale à zéro, pour satisfaire aux conditions d'é- 
quilibre ; elle commence par être positive si l'on 
suppose très petite la valeur de A, et elle devient 
négative lorsqu'on suppose à infini. Il y a donc tou- 
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jours entre ces deux limites une valeur de À qui sa- 
tisfait à l'équation @ — 0. Par conséquent, quel que 
soit q', il y a toujours une figure elliptique qui con- 
vient à l'équilibre de la masse fluide. 

En différenciant la valeur de ®, on trouve 


iaria {2 + 189 — Pg +18 (1 +} 
GX +9) a + $ 

La valeur de à qui correspond à ọp=o rend négative 
la fonction 


21 + 18g'— Lg + 18 1 A. 


Cette fonction conserve ensuite toujours le même 
signe à mesure qu’on fait croître la valeur de à, parce 


d 
. e 27 . . 
que la partie positive -= 18q' diminue sans cesse, 


tandis que la partie négative — [à °q +18 (1 + x}] 
augmente. La courbe dont @ représente l’ordonnée 
ne peut donc couper une seconde fois laxe des abs- 
cisses, et par conséquent il n’y a qu’une seule valeur 
de À qui satisfasse aux conditions de l’équilibre. 

31. Concluons donc de ce qui précède : 1°. qu'une 
masse fluide homogène, douée d'un mouvement de rota- 
tion autour d'un axe fixe, peut toujours être en équi- 
libre avec deux figures elliptiques différentes; 2°. que 
pour une même force d'impulsion primitive, il n'y a 
qu'une seule figure elliptique qui satisfasse à l'équi- 
libre. 

Le premier de ces résultats suppose que la durée 
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de la rotation de la masse fluide n’est pas au-dessous 
de la limite que nous lui avons assignée n° 26; mais 
quand bien même cette condition ne serait pas rem- 
plie à l’origine du mouvement, il n’en faudrait pas 
conclure que l'équilibre sera à jamais impossible avec 
une figure elliptique. On conçoit, en effet, que la 
masse fluide, après diverses oscillations, peut s'aplatir 
de plus en plus sans cesser d’être continue, en vertu 
de la tenacité de ses parties. La durée de la rotation 
augmente ainsi progressivement , et elle finit par at- 
teindre la limite qui convient à l'équilibre, La masse 
fluide prend alors la figure d’un ellipsoïde; et l’on 
voit, en effet, par le second des théorèmes précédens, 
qui a toute l'étendue possible, que, quelles que 
soient les forces primitivement imprimées à ce fluide, 
on peut toujours assigner une figure elliptique qui 
salisfasse à son équilibre. En général, cette figure est 
unique, et elle est déterminée par la nature des forces 
qui ont produit le mouvement. L’axe de rotation est 
celui des axes passant par le centre de gravité de la 
masse, par rapport auquel la somme des momens des 
forces primitives du système était un maximum. 
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CHAPITRE V. 


De la figure qui convient à l'équilibre d'une masse 
fluide homogène douée d'un mouvement de rota- 
tion, et dont la figure primitive est supposée très 


peu différente de la sphère. 


32. Nous venons de démontrer que l’ellipsoïde de 
révolution satisfait aux conditions d'équilibre d’une 
masse fluide homogène douée d'un mouvement de 
rotation autour d’un axe fixe, et nous avons déve- 
loppé les lois que suit la pesanteur et la diminution 
des degrés du méridien à la surface d’un semblable 
sphéroïde. I nous reste à examiner maintenant si la 
surface elliptique est la seule qui remplisse les con- 
ditions précédentes, et s'il existe plusieurs figures de 
différentes natures qui conviennent à l'équilibre. 
Cette question, dans toute sa généralité, surpasse 
les forces de l'Analyse; mais on parvient à la ré- 
soudre en la restreignant et en supposant la figure 
de la masse fluide très peu différente de la sphère. 
Cette hypothèse est d’ailleurs conforme à Ja na- 
ture, puisque tous les corps célestes ont, à très 
peu près, la forme sphérique, et qu'ou peut présu- 
mer que leurs molécules, en se rapprochant par la 
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condensation , ont conservé entre elles la mème dis- 
position qu’elles avaient à l’état fluide. 

Reprenons l'équation de l'équilibre d'une masse 
fluide homogène trouvée, n° 38, livre 1°, et donnons- 
lui cette forme 


V -N= const., (a) 


N représentant généralement l'intégrale de toutes 
les forces étrangères aux attractions du sphéroïde 
qui agissent sur les points de sa surface. Si l'on sup- 
pose, comme cela a lieu pour la Terre, la Lune, 
Jupiter et tous les corps célestes, Saturne excepté, 
que la seule force étrangère qui agit sur la masse 
fluide est la force centrifuge provenant du mouve- 
ment de rotation, on aura 


N = +.g. (b+c), 

a, b etc désignant les coordonnées rectangulaires d’un 
point quelconque de la surface, et g la force cen- 
trifuge du point situé à l'unité de distance de l'axe 
de rotation. g étant d’ailleurs une très petite quantité, 
parce que la supposition que la masse fluide diffère 
peu de la forme sphérique, exige que les forces qui 
J'en écartent soient elles-mêmes très petites. 

Plaçons l'origine des coordonnées au centre de 
gravité de la masse; soient r le rayon vecteur mené 
de ce centre à la surface, ĝ l'angle qu'il forme 
avec l'axe de rotation, et œ l'angle que forme le plan 
qui passe par le rayon r et par l'axe de rotation 
avec le plan des x, y, on aura 


a=rcosû, b—=rsinGfcosw, e= rsin 8 sin ø. 
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La valeur de N deviendra ainsi, 
N—!.grsin 01 .gr—?.gr.(cos 0 —1\, 


et en la substituant dans l'équation d'équilibre, on 
aura 


V pe 2 gr — 2 pr (cos? p 3) = const. (b) 


On verra bientôt pour quelle raison nous avons 
donné à N la forme précédente. 

Supposons maintenant, conformément à l'hypo- 
thèse, la figure de la masse fluide peu différente de 
la sphère; on aura dans ce cas, n° 21, 


ee ‘ou a a a 
var cr af —. Liu + Ba Yat Tii + FR 


On peut faire disparaître de tette valeur les termes 
en Y, et Y, en prenant pour a le rayon de la 
sphère égal en solidité au sphéroïde, et en plaçant 
l'origine des rayons r à son centre de gravité, Si l’on 


substitue ensuite cette valeur dans l'équation (b), 
on aura 


L4 
ee es E Ya VX — =: Ÿs etc. Hs o7 "tor, (cos8—t)) ) 
AC 
— ESR A \ `. 
et tous les termes de cette équation jouiront de la 
propriété de satisfaire à l'équation et aux différences 
partielles 


FO 
d. g —— 
sin J 


1 PY; d ,rY; 
metal mis — = 
sin bd ' sin? 4° da* EX dr* A 
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Y, étant une fonction rationnelle et entière des 
trois quantités je, \/1 — u’ cos w, Vi —pu? sin w ou 
cosb, sin ĝcos w et sin 8 sin w , du degré i. 

Il est aisé de voir, en effet, que cette équation 
est satisfaite lorsqu'on y substitue chacun des deux 
termes + gr° et — ! gr* ({cos*Ü — 4) à la place de 
Y;, ce qui résulte de la forme particulière que l'on 
a fait prendre à la fonction N. 

Cela posé, on a à la surface du sphéroïde 
r = a (1 + ay); en substituant cette valeur dans 
léquation (e), et en négligeant les, termes du second 
ordre en à , ainsi que ceux qui sont multipliés par ag 
à cause de la petitesse des deux facteurs, on aura 


fé (x fra GTV re +iga— iga’. (cas 9—2}) 


= const. 


Comme la constante du second membre est arbi- 
traire, on peut la supposer déterminée par l'é- 
quation 


et + 5 ga = const. , 


et l'équation précédente donnera ainsi 

r= 3. (GY+ih: +etc.) — ge. o (cos* 8 — 5) 
Or, nous avons trouvé, n° 21, pour l'expression ge- 
nérale de y dans les sphéroïdes peu differens de la 


sphère, l'origine des coordonnées étant au centre 
de gravité du sphéroïde , 
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y =Y, +Y, +Y etc, 


Y,, Ys, Y,, etc., représentant dans cette expres- 
sion les mêmes fonctions que celles qu’elles désignent 
dans la valeur de V. 

En comparant ces deux valeurs de y, on voit 
qu'elles ne sauraient avoir lieu en même temps, 
à moins qu’on n'ait séparément, 

Yi 2Y, — £.(cos! B—:), 


MESo is #4 Y:—=0o, etc. 


De la première de ces équations on tire 
Y,=— +"; £_ a (cos* 8—3). 


Substituons cette valeur dans l'expression de y et 
` r p » 
faisons pour abréger is = q; q désignant comme 


précédemment le rapport de la force centrifuge à la 
pesanteur sous l'équateur, on aura 


ay = — $ qg.(cos 8 — à); 


on a d'ailleurs 


r= a (1 + ay). 


L'expression du rayon de la surface des sphéroïdes 
deviendra donc 


r = a[i — 2.q.(cos’ 6 — DE (d) 
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Cette équation appartient à un ellipsoide de révo- 
lution dont l’aplatissement est très petit et égal à 


Sa 


+ l'origine des coordonnées étant au centre du 
sphéroïde. 

Nous voici donc parvenu à démontrer ‘que la 
figure elliptique est la seule qui convienne à l’équi- 
libre d'une masse fluide homogène, douée d’un 
mouvement de rotation, en supposant la figure pri- 
mitive de cette masse peu différente de celle de la 
sphère. Nous avons démontré, dans le n° 21, que 
l'expression de y ne peut se développer que d'une 
seule manière, en série de la forme 


Ya + YX, + Yp etc.; 


on peut en conclure encore, par ce qui précède, que 
la figure elliptique qui satisfait à l'équilibre est unique. 
Si l’on suppose q= o, dans l'équation (d), on a 
-= a; d'où il suit que la sphère est la seule figure 
que puisse prendre dans l'état d'équilibre une masse 
fluide homogène ct immobile. 

33. Considérons maintenant les variations de la 
pesanteur à la surface du sphéroïde. L'équation (a), 
qui détermine la figure de l'équilibre de la masse 
fluide, offre encore l'avantage de donner par une 
simple différentiation la loi de la pesanteur à la sur- 
face. En effet, le premier membre de cette équation 
représente généralement l'intégrale de toutes “les 
forces qui agissent sur chacune des molécules de 
cette surface, multipliées respectivement par lelé- 
ment de leurs directions. En différenciant donc l'é- 
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quation (a) par rapport à r, on aura, n°1, la ré- 
sultante de toutes les forces qui animent le point de 
la surface que l’on considère décomposées parallèle- 
ment au rayon r, c'est-à-dire, n° 28, l'expression 
de la pesanteur en ce point. 

L'équation (c), d'après ce qui précède, devient 


fra’ Âreaÿ @) EIIE MONINE E 
FE Rs À + EE sin 8 = const. 


Si l'on différencie cette équation par rapport à r, 
qu'on divise sa différentielle par — dr et qu’on y 
substitue à la place de r sa valeur a(i-+ay) après la 
différentiation, on trouve 


p=#ra.(i — į aY® = g sin’); (n) 
et comme on a, n° 52, 
aY® = — $g .(cos?9 —;), 
cette équation devient 
p=ł ma. [1—5 g +4 g (cos 8 —i)] (c) 


La quantité p que nous venons de déterminer ne 
représente pas exactement la pesanteur, c'est seule- 
ment la partie de cette force dirigée vers le centre 
du sphéroïde. En effet, on peut regarder la pesan- 
teur àsa surface comme décomposée en deux autres 
forces, l’une p dirigée suivant le rayon r, et l’autre 
perpendiculaire à ce rayon. Mais il est aisé de voir 
que cette dernière est de l’ordre #, en sorte qu'en la 
désignant par ap', la pesanteur totale sera égale à 

Tome Il. 27 
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V'p+ap"; on peut donc, quand on néglige les quan- 
tités de l'ordre &*, regarder p comme l'expression 
de la pesanteur à la surface du sphéroïde. 

En réunissant les équations (e) et (d), on aura 
tout ce qui est nécessaire pour déterminer la figure 
d'équilibre d’une masse fluide homogène douée d’un 
mouvement de rotation et les lois de la pesanteur à 
la surface, lorsqu'on suppose que la forme primitive 
de la masse est peu différente de la sphère. On aura 


ainsi 
5 NZ 
ra. [i Ea d (cos* 8—;) |, 
p = tma. [1 — 3g H ž g. (cos? 8 — 5): 


Ces deux équations font voir d'abord que la dimi- 
nution des rayons et les accroissemens de la pesan- 
teur, en allant de l'équateur au pôle, sont propor- 
tionnels à cos" 8 ; d’où il suit que ces deux quantités 
varient à très peu près comme le carré du sinus de 
la latitude, parce que cos 8 est, aux quantités près de 
l'ordre «a, égal à ce sinus. 

C'est par l'observation des longueurs du pendule 
à secondes qu'on a déterminé les variations de la 
pesanteur à la surface de la Terre. Cette longueur, 
comme on la vu n° 29, est proportionnelle à la pe- 
santeur. Soit donc / la longueur du pendule à se- 
condes sous un parallèle quelconque, L ce que devient 
l, et P ce que devient p sous l'équateur, ou lorsque 
gas 90°, on aura 


P = ¢ za. (1 — 1$ 9); 


par conséquent 
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p=P+53Pgcos 8, 
et par suite, 


l= L + ż Lg cos b. 


Nommons 7’ la longueur du pendule au pôle, on 
aura 
r-u 87 
Eat" 2 
Si l'on nomme de même r'et R ce que devient le 
rayon r de la surface de l’ellipsoide, au pôle et à l'é- 
quateur, on trouve 


Far, 
QUE mA 
on aura donc, relativement aux ellipsoïdes de révo- 
lution , entre les demi grands axes et les longueurs 
du pendule qui répondent respectivement au pôle et 
à l'équateur, cette relation remarquable, 


f—L R—7 
L Ar 


34. Nous ne nous sommes occupé jusqu'ici que des 
fluides homogènes ; nous allons considérer mainte- 
nant l’état d'équilibre d’une masse fluide hétérogène 
douée d’un mouvement de rotation autour d’un axe 
fixe; mais, pour simplifier cette question, nous 
supposerons cette masse composée de couches sembla- 
bles , et la densité décroissante suivant une loi quel- 
conque du centre à la surface, hypothèse qui d’ailleurs 
paraît conforme à la nature des corps célestes. On 
conçoit en effet que si, lors de la formation de ces 


27, 
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corps, leurs molécules ne s'étaient pas disposées de 
manière que les plus denses soient en même temps 
les plus voisines du centre, elles se seraient péné- 
trées comme un corps solide s'enfonce dans un 
fluide , et l'équilibre n'aurait pu exister dans une pa- 
reille masse. L’équation générale de l'équilibre des dif- 
férentes couches sera, n° 58, livre I“, 


PVN, 


ou bien, en remplaçant V par sa valeur, n° 23, 


[= ra. aè + farfe.d.[a*.Ye + TS Te Y+ poe etc. ] | 


4 


Has JT EVE Yet E A 


| 


nn J 


Les différentielleset les intégrales dans cette équation 
se rapportent à la variable a ; les deux premières in- 
tégrales du second membre devant être prises depuis 
a=a, en désignant par a la valeur de a relative à 
la couche que l’on considère, jusqu'à la valeur de 
a qui correspond à la surface du fluide, et que nous 
supposerons égale à l'unité, les deux dernières inté- 
grales de la même équation devant s'étendre depuis 
a = o jusqu'a a =a. 

A la surface de la couche, on a r—a(1+ary): 
en substituant donc cette valeur dans les termes de 
l'équation précédente qui sont indépendans de «, 
et faisant simplement r= a dans les autres, on 
aura 
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LS Pa, Jeda thar. fed. CT +T TV +z HE, "Y3 ut | 


Le Con) Jade tE fed [OT EN + EE V + ete] j 


+N. 


@) 


Le second membre de cette équation doit se réduire 
à une constante, n° 38, livre 1‘. Si l’on substitue donc 
pour y son développement Y,+ Y, + Y,etc., 
et pour N sa valeur +.gr* —?. gr*(cos"Ü—;), et 
que l’on compare ensuite les fonctions semblables de 
ô et de w, on aura 


[+ Aeae dii e ed i ARE 


== PE T.. fed. +E feda Ye + igo’; 


les deux premières intégrales du second membre de- 
vant être prises depuis a = a jusqu'à a= 1, et les 
trois dernières depuis a = o jusqu'à a—4a. Cette 
équation déterminant simplement le rapport qui doit 
exister entre Y, et a, il s’ensuit qu’on peut donner 
à Y, une valeur arbitraire. On aura ensuite, i étant 
égal à 2, 


ama’ 


Sed Ji. Y,. fpd.a | i 
+. pd „a Yumi ga*(cos* 0—3 = of. i 


enfin, ¿ étant un nombre quelconque égal ou supé- 
rieur à l'unité, 
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árai . , YO 4x 7 ; 
iph ds 1Y fed. a tar fedai +Y ;=0. (m) 


Cette équation donnera la valeur de Y;, relative à 
chaque couche du fluide, lorsque la densité f sera 
connue. 


A la surface du fluide, on a fp.d. F0, puisque 


les surfaces intérieures et extérieures de la couche se 
confondent : l'équation précédente devient donc, en 
observant que nous supposons a= 1 à la surface, 


T Jpada—-. da” Y,— 0, 


Les couches de niveau étant supposées semblables, 
il s’ensuit que la valeur de Y;est pour chaque couche 
la même qu'à la surface ; elle est donc indépendante 
de a, et l'on a 


Y.f(: — Ha ). pat da =o. 


Or, i étant égal ou supérieur à 5, la fonction 
ita 
LT ai 
renferme l'équation précédente ne peut done être 
égale à zéro; on doit donc avoir alors Y;— o. 
D'ailleurs, si l’on suppose z = 1, on pourra toujours 
faire disparaître le terme en Y, de l'équation (g) en 
plaçant l’origine des coordonnées au centre de gravité 
du sphéroïde; on aura donc généralement Y; —0, č 
étant un nombre entier quelconque différent, de 2. 
Dans le cas de ¿ = 2, l'équation (4) donne 
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4an Y, f{1 —a*). pa" du +1 g. (cosb — ;) = 0. 


Soit, comme précédemment, g'le rapport de la 
force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, l'ex- 
pression de la pesanteur étant, aux quantités près de 
l’ordre æ, la même que celle qui aurait lieu à la 
surface de la sphère du rayon a, c'est-à-dire égale à 
17. fp.d.a, on aura g = 47rq.fp.a*da; par consé 
quent 


— L(cos 9 —;) . fe.a*da 


ai [Qi —a).e.a de 


Le rayon du sphéroïde à la surface sera donc 


H . (cos? 8 — 3). Je. a° da 

Re TT D 

Ce rayon est celui d'un ellipsoide de révolution: 
ainsi donc, dans ce cas général, comme dans celui de 
l'homogénéité , la surface libre du fluide, et par 
conséquent celle de chaque couche de niveau, ont 
la figure elliptique. 

Si, pour abréger, l'on fait 


pilay 
y RE 
— fa — a )gada? 


ah 


l'expression du rayon de chaque couche sera de cette 
forme : 


a[i + aYs— ah(cost 8 — 1)]. 
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Y, étant arbitraires, st l'on fait Y, = — + h , l'ex- 
pression précédente devient a(1— «h cos*ĝ) et 
ah représente alors l'ellipticité de la couche. A la 
surface du sphéroïde, on a a= 1, et le rayon devient 
1 — ah cos 8. La diminution des rayons, en allant 
de l'équateur au pôle, est donc encore proportion- 
nelle à cos’ 6, et par conséquent au carré du sinus 
de la latitude. 

Le rayon osculsteur du méridien dont le rayon 
est de la forme 1 — ah cos? 0, a pour expression 


1 — 24h (1 — À cos’ b). 


Désignons par c la longueur d’un degré mesuré sur 
le cercle dont le rayon esti1 — 24h, l'expression du 
degré du méridien du sphéroïde sera 


e + Suhc cos? 6. 


c représente donc la grandeur du degré sous l'équa- 
teur, et les degrés du méridien croissent de l'équateur 
au pôle, proportionnellement au carré du sinus de la 
latitude, tandis que les rayons menés du centre à 
la surface du sphéroïde diminuent suivant la même 
loi. 

Si l’on applique à la Terre les résultats précédens 
et quon la considère simplement comme un sphé- 
roide composé de couches elliptiques de densité ct 
d’ellipticité variables, en substituant pour Y, sa va- 
leur dans l'équation (g), et en observant que l'in- 
teégrale fp.dh est nulle,à la surface, on aura 


6.jrd.éh+5(l—2h).fpd.&=0. (k) 
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Cette équation détermine la relation qui doit exis- 
ter pour l'équilibre entre la densité p et l’ellipticité 
ah de chaque couche du sphéroïde. Elle donnera, 
en l'intégrant, la valeur de cette ellipticité, lorsque 
la Joi des densités sera connue. 

Les densités étant supposées aller en diminuant du 
centre à la surface, il résulte de cette équation que 
l'ellipticité de la Terre est moindre que dans le 
cas de l'homogénéité , à moins qu'on ne suppose que 
les ellipticités croissent de la surface au centre dans 
un plus grand rapport que la raison inverse du carré 


. . t 
des distances à ce centre. En effet, soit À = on 


aura 
Se- dh = ([p.d.au=ufp.d.a + fdu. fa.dp. 


Si les accroissemens des ellipticités sont entre eux 
. I 

dans un rapport moindre que —, u augmentera du 
a 


centre à la surface; du sera par conséquent une 
quantité positive, etcomme dp est négatif, puisqu'on 
suppose que les densités diminuent du centre à la 
surface, /dufa.dp sera aussi une quantité néga- 
tive , et en faisant à la surface 


Sedah = (h— f)f p.d.a, 


f sera une quantité positive. L'équation (4), en y 
substituant cette valeur, devient 


6(h— fr. d-a + 5(1— 2h) pda =0, 
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d’où l'on tire 


L’ellipticité «h du sphéroïde sera donc moindre que 
2 


+ elle sera plus petite par conséquent que dans 


le cas de l’homogénéité, où dp étant nul, f est égal 
a zero. 

On peut conclure de là que l’aplatissement de 
la Terre, dans l'hypothèse la plus vraisemblable 
qu'on puisse faire sur sa constitution intérieure, est 


y 2 dures $ 
plus grand que H valeur qui répond au cas où toute 
sa masse serait réunie à son centre, et moindre que 
5q $ , r . 
7 valeur qui répond au cas où cette masse serait 


homogène, En effet, il est naturel de croire que la 
densité des couches du sphéroïde terrestre augmente 
en approchant du centre, et cette supposition est 
même indispeusable à l'égard de tous les corps célestes 
s'ils ont été originairement fluides; il est probable 
aussi que les ellipticités diminuent dans un rapport 


. 1 , ` . 
moindre que -, puisque cette hypothėse donnerait 


une ellipticité infinie aux couches infiniment voisines 
du centre , ce qui est absurde. 

35. Considérons les variations de la pesanteur à la 
surface du sphéroïde que nous supposons composé 
de couches elliptiques d’une densité variable du centre 
à la surface. 

La direction de la pesanteur de la surface au centre 
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n'est plus alors une ligne droite, elle forme une 
courbe dont chaque élément est perpendiculaire à 
la couche de niveau qu’il traverse. L’équation ( f}, 
en remarquant que par ce qui précède, on a Y, =0, 
Y, = oetc., donne.à la surface où les couches inté- 
rieures et extérieures se confondent , 


d F a ar 5 
PE fpd at E fpd [a aY, | 
-$ gr — igr. (cost 8 — 5): 
On aura l'expression de la pesanteur à la surface du 
sphéroïde , d’après ce qui a été dit n°. 33, en chan- 
geant le signe de la différentielle du second membre 
de cette équation prise par rapport à r et divisée par 
dr. En nommant donc p cette force, on aura 
æ 3a* 
p=E.fp di +Z fond. CREER 
— 5 .gr + gr. (cosh — į), 
ou bien en observant qu'à la surface on a 
r=1i + ay, + aY., 
et que nous négligeons les quantités de l’ordre «° et 
ag, 
p= E fpd. EE (Y, 4Y) Spd 
4er. fpd. G Y+ I. .)— 1 1g-+g(cos"0— D 


On peut faire disparaître les intégrales de cette ex- 
pression, en observant que l'équation (A) donne à 
la surface 


WwWw.rcin.org.pl 


428 THÉORIE ANALYTIQUE 
PE fe dY, = E.Y, fp.d.a + 1.g(cos0 —:). 
En faisant, pour abréger, 


P= E fpd. — EN, fp.d.a + hanfod.. ig, 


Á 
et observant que g = + -qfp.d.a , On aura 


p =P + PE —ah).(cos 8—3), 
ou bien en faisant 
P—P—:P.(59—ak) 
et négligeant les quantités de l'ordre &°, 
p=P'.[1 + (£g—aæh).cos" 6]. 


Si l’on suppose Ê— 90°, on a p = P’; il suit donc de 
cette équation que P' est l'expression de la pesanteur 
à l'équateur, et que la pesanteur croit de l'équateur 
au pôle proportionnellement au carré du sinus de la 
latitude. 

Si l'on nomme Let L' les longueurs du pendule cor- 
respondantes à p et P’, on aura 


l= L'.[1+(Èq— œh).cos’ 6]. 


L' est donc la longueur du pendule à l’équateur, et 
ses accroissemens de l'équateur au pôle sont encore 
proportionnels au carré du sinus de la latitude. 

Si lon désigne par &e l'excès de la longueur du 
pendule au pôle sur sa longueur à l'équateur divisé 
par cette dernière longueur, l'équation précédente 


DU SYSTÈME DU MONDE. 429 


donnera ae + &h— 5 gq, équation qui fait connaître 
une relation importante entre les longueurs du pen- 
dule qui bat les secondes à la surface du sphéroïde et 
son ellipticité. Dans le cas de l'homogénéité, on a 
ah = $q, et par conséquent, ae =gh, comme 
nous l'avons vu n° 33; mais, si le sphéroïde est hé- 
térogène , l'excès de la longueur du pendule au pôle 
sur sa longueur à l'équateur divisé par cette dernière 
longueur , et l'excès de l'axe de l'équateur sur l'axe 
du pôle divisé par ce dernier axe, forment deux 
fractions dont la somme est constante et égale au 
double de l'aplatissement que le sphéroïde aurait dú 
prendre dans le cas de l'homogénéité. 

56. Les formules précédentes donnent le moyen 
d'exprimer, d’une manière très simple pour les sphé- 
roïdes dont la surface est supposée fluide et en équi- 
libre, la fonction d’où dépendent les attractions du 
sphéroïde sur un point extérieur. En effet, les for- 
mules (4) et (m) donnent 


[p d., = 5Y,.Jp.a°da + 5 £ (cos* 8— +) 
fp-d-atY, = (ait 1)Yfp.a'da, 
i étant un nombre quelconque différent de 2. 

Si l’on substitue ces valeurs dans celle de V relative 
aux points extérieurs n° 23, qu'on place l’origine des 
coordonnées au centre de gravité du sphéroïde, ce 
qui donne Y, = 0, et qu'on suppose Ÿ, —0, on aura 


i Sita + (È= ME + Y; = + etc. ) Je adapt. E z (cost 3). 


Dans cette expression, 47w/fpa*da, birai étant 
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prise depuis a—0 jusqu’à a= 1, représente la masse 
de la sphère dont le rayon est 1 et que l'équation 
Y,—0o suppose égale en solidité au sphéroïde; 
47 fpa*da est donc égal à la masse du sphéroïde. 
La valeur précédente de V convient à toute espèce 
de sphéroïdes. Si l’on considère le cas particulier où 
le sphéroïde est composé de couches semblables 
dont la densité varie suivant une loi quelconque du 
centre à la surface, on aura 


Y,—— h(cos 6— 1), Y:=o, Y,—o, etc. 


On a d’ailleurs g= 4rgfpa*da; par conséquent, 
M A 
V= (gah). (cos*8— 1). 


Cette expression s'applique naturellement aux pla- 
nètes, et en particulier à la Terre, dont la surface est 
recouverte en très grande partie d'un fluide en équi- 
libre. 

37. Nous terminerons ce chapitre en exposant quel- 
ques propriétés générales relatives à la figure des 
corps célestes, qui dérivent très simplement de l'ex- 
pression des rayons de leurs surfaces, et qu'il est 
d'autant plus utile de connaitre, qu'elles sont indé- 
pendantes de toute hypothèse sur leur constitution 
intérieure. Nous considérerons ici le cas le plus gé- 
néral, celui où le sphéroïde, toujours fluide à sa 
surface, peut recouvrir un noyau solide peut, diffé- 
rent de la sphère. 

La première de ces propriétés dépend de la nature 
du centre de gravité; elle consiste en ce que la masse 
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fluide en équilibre doit toujours se disposer de ma- 
nière que la fonction Y, disparaisse dé l'expression 
du rayon mené du centre du sphéroïde à la surface, 
en sorte que le centre de gravité de cette surface 
coincide avec celui du sphéroïde. 

En effet, soient dM une des molécules du sphé- 
roide, et x, y, 3, ses trois coordonnées rectangu- 
laires; on aura, en plaçant l'origine des coordonnées 
au centre de gravité , 


fxdM =o, fydM=0, fzdM=0. 


Nommons R le rayon mené du centre de gravité du 
sphéroïde à l’élément dM, 8 l'angle que forme ce 
rayon avec l'axe des æ qui est aussi l'axe de rotation, 
et w l'angle compris entre sa projection sur le plan 
des y, z et l'axe des y. On aura 


æ—Recosé, r=Rsinôcosw, z=R sinĝsin w 


dM = pR°4Rdôde sin 8. 


Les trois équations qui résultent des propriétés du 
centre de gravité deviendront donc 


. 38 
fR dRdÂdw sin 8 = 0, 


fS pPR'dRdÂdw sin? 6 sin w = o, l (9) 
SPR dRdÂdw sin? 8 cos w = o. 
Supposons l'intégrale /PR'dR prise relativement 
àa R, depuis R = o jusqu'à la surface, et développée 
dans une suite de la forme 


N, +N, +N, + etc., 


dont chaque terme soit assujetti à équation aux dif- 
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férences partielles, 
dN; 


d.sinð 
di I dN .z» AAT 
sama ot oo ilia )N =o, 


On aura généralement, par le théorème du n° 18, # 
étant différent de unité, 


SN sin 8 cos 8dìdw — 0, fN, sin? Osin dde =0, 
[Nisin* 6 cos wdÿdw = o, 


Les trois équations (Z) deviendront donc simple- 
ment , en vertu des précédentes , 


SN, sin 8 cos Odôdw—0o, FN, sin sine ddw—=0, 
SN, sin? 8 cos w dêdo =o. 


La valeur de N, est de la forme 
N, =H cos 0 + H' sin 8 sin w +-H” sin 8 cos w. 


Si lon substitue cette valeur dans les équations 
données par la propriété du centre de gravité, on 
yera OR UT a satisfaire, il faut supposer 

S 


ISPS , 


et par conséquent N, =o. Or, cette condition 
est la seule nécessaire pour que l'origine des rayons 
R de la surface soit au cenire de gravité du sphé- 
roïde. 

En effet, supposons le sphéroïde un solide peu dif- 
férent de la sphère, recouvert d'un fluide en equi- 
libre; on aura, dans ce cas, R==a (1 + ay) et par 


www.rcin.org.pl 


DU SYSTÈME DU MONDE. 433 


conséquent 
SpRdR = fdal + 4a7)), 


la différentielle et l'intégrale indiquées étant’ rela- 
tives à la variable a dont p est fonction. On'aura 
donc dans ce cas, en mettant pour y sa valeur 


Y + Y, + etc., 
Nef pad.atY 


L’équation (m) du n° 54 donne à la surface, en ob- 
servant qu'alors a= 1, 


fSp-d-aY =Y, f p.dia, 


la valeur de Y, se rapportant à la surface. On aura 
donc 


N, eN PP id 


et puisque N,=—60, quand on suppose l'origine 
des rayons R au centre de gravité, on aura, dans ce 
cas, Y,—o. Ainsi donc la fonction Y, disparai- 
tra d'elle-même de l'expression du rayon de la sur- 
face du sphéroïde, toutcs les fois qu'on prendra le 
centre de gravité pour origine des coordonnées , 
mais il mea résultera aucune condition particulière 
pour les fonctions Y,, Y3, etc. 

Nous avons vu, dansle chapitreV, liv. 1°", que pour 
la stabilité du mouvement de rotation d’un corps, il 
faut que l'axe autour duquel il tourne coïncide tou- 
jours, à très peu près, avec l’un, de ses axes princi- 
paux. Si cette condition n’était pas remplie à l'égard 
des corps célestes, il en résulteraitidans la position de 
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leurs axes de rotation des variations sensibles, sur- 
tout pour la Terre; et A € les observations les 
plus précises n’en font apéçcevoir aucune, il en 
faut conclure que les molécules de ces corps, à lé- 
poque de leur formation, se sont disposées de manière 
à rendre stables leurs axes de rotation. Il en résulte 
une nouvelle propriété relative à leur figure, et qui 
consiste en une forme particulière que doit prendre 
dans ce cas la fonction Y, qui entre dans l’expres- 
sion du rayon mené de l'origine des coordonnées à 
la surface du sphéroïde. 

Pour le faire voir, désignons par x, y, z les trois 
coordonnées rectangulaires de- l'élément dM rap- 
portées aux trois axes principaux quise croisent au 
centre de gravité du sphéroïde; on aura, par la 
nature de ces axes, 


fardM=o, fxzdM=o, fyzdM= o. 


Si l’on substitue pour x, y, 2 et dM leurs valeurs 
précédentes, ces équations deviennent 


S'PR#dER dôde . sin? 4 cos coso = 0, 
S'PR#dR dôdo isin? cos 8 sim œ = 0, 
S'PRédR dde .siu* 8 sin 201 = 0. 


Supposons l'intégrale fpR44R prise par rapport à 
R, depuis l'origine des coordonnées jusqu'à la sur- 
face, et développée en suite de la forme 


U LU, HU, H ete; 


la fonction Ü; étant, quel que soit i, assujettie à 
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l'équation aux différences partielles 


do 1 dU; #6 
a — , > + ili + 1)U,=o. 
sin ĝdô Sa 7 de? D ( qF- ) i 
En observant que les fonctions sinb cos 8 cos «1, 
sin ĝcosĝsinw et sin" 8 sin 2w sont comprises dans 
la forme générale U,, on aura, par le théorème 


du n° 18, ¿i étant différent de 2, 


f'U,dido sin 8 coshcosw = o, 
SU.dd sin 8 coshsinw= o, 
fUdds sin* 8 sin 2w =0, 


et les trois équations données par les propriétés des 
axes principaux deviendront ainsi 


[Udda sin 8 cos 8 cosw =o, 
fU dda sin 8 cos 9 sin w = 0, 
SU, dêdw sin° 8 sin 2w = o. 


La fonction U, est de la forme 


K(cos? 4—+)+4-K' sin 8 cosô sin w-+-K"sin bcos 8. cos w 
+ K” sin? 6 sin 2w + K” sin?’ 8 cos 26. 


Si l'on substitue cette valeur dans les équations pré- 
cédentes , elles donneront 


K—0o, -K'—0, K°—=0. 


Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que les trois axes des x, des y et des z soient des 


axes principaux de rotation, et il en résulte que U, 
28.. 
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est de la forme 
K (cos* 8—2) + K” sin" 8 cos 2w. 


Voyons ce que devient la valeur de U, relative- 
ment à un sphéroïde très peu différent de la sphère 
et recouvert d'un fluide en équilibre. On a, dans ce 
cas, R = a(ı + ay), et par conséquent, 


SpRdR = + fpd.a(1 + Say) ; 


en substituant donc pour y sa valeur 


Y. + Y, + Y,+etc., 


on aura 


U, = a .fpd.a¥,. 


On a, par l'équation (4), n° 54, à la surface du 
sphéroïde, en supposant que la seule force étrangère 
qui agitsur lui est la force centrifuge due à son mou- 
vement de rotation, 


Le pda, = # er Y,.fp.d.0 + E, (cos 6 3). 
On aura donc 
K 5o 2 
U, = 37 .Y,. Sp da PE. (cos 8 — 3). 


L'expression générale de Y, est de la forme 


k(cos* 8—5) k'sin 8 cosbsin w + k"sin 8 cos ĝ cos w 
k” sin" Üsin 2w k’ sin* b cos 2%. 


Si Fon substitue cette valeur dans l'expression pré- 
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cédente, qu'on remplace de méme U, par sa valeur 
K(cos*5—+) + K''sin* 8 cos 2w, en comparant les 
fonctions semblables dans les deux membres, on 
aura 


L'=0o, K=6, F0, 
et l'expression de Y, sera de la forme 
k(cos® 8— 3) + A sin 8 cos 20. 


Il suit donc de la supposition que le sphéroïde 
tourne autour d'un de ses trois axes principaux, que 
les trois constantes #', k”, k” qui entrent dans la va- 
leur de Y, sont nécessairement nulles; mais il n’en 
résulte aucune condition relative aux constantes # 
et À", qui restent indéterminées ainsi que les fonctions 
Ys, Yi, ete, 
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CHAPITRE VI. 


Comparaison de la théorie précédente aux 
observations. 


38. Considérons d'abord le sphéroïde terrestre, «t 
comparons, relativement à la Terre, la figure qui 
résulte de la théorie précédente avec celle que l’on a 
conclue des observations. Quatre méthodes dis- 
tinctes ont été appliquées à cette détermination. La 
première, toute directe et pour ainsi dire méca- 
nique, consiste à mesurer des arcs de méridiens et de 
parallèles sur divers points du globe et à déterminer, 
en réunissant ces portions de la surface terrestre, la 
figure la plus probable du sphéroïde auquel elles ap- 
partiennent. Toutes les investigations de ce genre 
qui ont été tentées jusqu'ici conduisent à un résul- 
tat incontestable, c'est que la Terre a la forme d'un 
sphéroïde aplati vers les pôles et renflé à son équa- 
teur, comme l’exigent les lois de l’'Hydrostatique 
Les mêmes observations montrent, il est vrai, qu’en 
quelques-unes de ses parties la Terre s'éloigne sen- 
siblement de la figure d’un ellipsoïde de révolution ; 
mais lorsque l’on compare entre elles les valeurs 
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moyennes des degrés mesurés à des latitudes très 
distantes , l'influence des irrégularités de sa surface 
sur les résuliats des opérations péodésiques est beau- 
coup atténuée, et l’on trouve alors qu'elle diffère 
peu d’un sphéroïde elliptique dont l'aplatissement 
serait de ziz 

Le second procédé qu’emploient les géomètres pour 
déterminer la figure de la Terre, résulte des varia- 
tions qu’on .observe dans l'intensité de la pesanteur 
aux différens points de sa surface, et qu'on calcule 
avec beaucoup de précision parle moyen du pendule. 
Si la Terre a la forme d'un ellipsoïde de révolution 
peu différent de la sphère, d'après la théorie déve- 
loppée dans le chapitre précédent, les accroissemens 
de la longueur du pendule à secondes transporté en 
divers lieux du globe, doivent être proportionnels 
au sinus du carré des latitudes; il sera donc facile, 
en soumettant les expériences à cette loi, de recon- 
naître si la Terre s’écarte ou non de la figure ellip- 
tique, et de déterminer dans ce dernier cas son 
aplatissement. Les résultats de ces recherches ont 
montré que les inégalités du sphéroïde terrestre ont 
beaucoup moins d'influence sur les variations des 
longueurs du pendule que sur celles des degrés des 
méridiens, comme l'indique aussi la théorie, qui 
prouve que les termes qui écartent l'expression des 
degrés terrestres de la loi elliptique, sont affectés 
de coefliciens plus considérables que les termes cor- 
respondans dans l'expression des longueurs du pen- 
dule. Il s'ensuit que cette seconde méthode est 
beaucoup plus propre que la première à fournir sur 
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la figure de la Terre des notions exactes, et l’aplatisse- 
ment qu’elle donne s'accorde d’une facon remarquable 
avec celui qui résulte de l'observation des mouvemens 
de la Lune. 

Cette troisième manière de déterminer la forme de 
notre globe, moins directe que les deux premières, 
est peut-être un des résultats les plus surprenans 
qu'ait produits l'application de l'Analyse à la grande 
loi de l'attraction universelle, et mérite d'obtenir 
une place importante dans l’histoire des progrès de 
l'esprit humain, Elle consiste à reconnaître, parmi les 
nombreuses inégalités du mouvement de la Lune, 
celles qui dépendent de la non sphéricité de la 
Terre, et, en comparant leurs valeurs données par 
l'observation à celles qui résultent de la théorie dans 
la supposition que la Terre est un sphéroïde ellip- 
tique qui exerce sur la Lunc une action modifiée par 
sa figure, à déterminer la valeur exacte de son apla- 
tissement. Laplace, qui le premier concut cette idée 
ingénieuse, a trouvé, d'après les observations de 
Burg, que l'excentricité de la Terre résultant de ces 
phénomènes était de z545; et peut-être est-ce la don- 
née la plus exacte que nous ayons sur cet aplatisse- 
ment, à cause des difficultés des autres observations 
qui le déterminent , et de l'influence qu'ont sur elles 
les causes particulières qui écartent trop souvent la 
Terre de la figure elliptique. 

Enfin, les phénomènes de la nutation et de la pré- 
cession des équinoxes fournissent encore des ren- 
seignemens précieux sur la figure et sur la consti- 


tution: du sphéroide terrestre. Ils ne donnent pas, il 
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est vrai, la valeur absolue de son aplatissement, mais 
ils font connaitre deux limites entre lesquelles cette 
fraction est comprise, et ces limites sont + et grg- 

39. Déterminons d'abord la figure de la Terre qui 
résulte des mesures directes prises à sa surface. Si l'on 
imagine un plan passant par l'axe de la Terre et par 
le zénith d'un point donné de sa surface, ce plan 
tracera dans le ciel un grand cercle qui sera le méri- 
dien du lieu, et la courbe que ce plan intercepte 
sur la surface de la Terre se nomme le méridien 
terrestre, ou, par abréviation, la méridienne. 

Lorsqu'en partant de l'équateur, on s'avance sur 
cette courbe en marchant vers le nord, on voit suc- 
cessivement la hauteur méridienne des étoiles situées 
au nord augmenter, tandis que celle des étoiles si- 
tuées au midi éprouve une dépression proportionnée. 
Cette remarque trés simple a sans doute donné aux 
hommes la première idée de la forme arrondie du 
globe. Si la Terre était sphérique , les degrés du mé- 
ridien, mesurés à diverses latitudes, seraient tous 
égaux entre eux; mais l’observation a fait recon- 
naître des différences notables dans ces degrés, et elle 
a montré qu'ils allaient en croissant à mesure qu'on 
s'éloigne de l'équateur; d'où l'on a conclu que la 
Terre est un sphéroïde aplati vers les pôles. En effet, 
concevons pour fixer les idées que la Terre cst un 
ellipsoide de révolution : on peut supposer qu'un 
arc très petit du méridien se confond sensiblement 
avec le cercle osculateur déterminé par l'intersection 
des deux normales menées à ses extrémités, et l'arc 
de cercle compris entre ces normales sera d'autant 
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plus graud que son rayon sera plus considérable. Or, 
aux pôles où à l'extrémité du petit axe, l'ellipse 
pendant un court intervalle forme, à très peu prés, 
une ligne droite, les deux normales qui déterminent 
le rayon du cercle osculateur sont presque parallèles ; 
ce rayon, et par conséquent le degré du méridien, 
sont alors plus grands que sur tout autre point. La 
courbure des arcs elliptiques augmentant ensuite de 
plus en plus, les rayons osculateurs vont en diminuant 
sans cesse du pôle à l'équateur; par conséquent les 
degrés doivent aller en croissant, à mesure qu'on 
avance de ce second point vers le premier. 

Nous ne nous proposons pas d'exposer ici les pro- 
cédés géodésiques qui servent à déterminer les arcs 
du méridien terrestre; on trouvera sur cet objet des 
détails circonstanciés dans l'ouvrage de Delambre, où 
cet astronome décrit les opérations qu'il a lui-même 
exécutées avec Méchain, pour la détermination de 
l'arc du méridien compris entre Dunkerque et Bar- 
celone. Nous donnerons simplement les résultats des 
travaux qui ont été entrepris à diverses époques pour 
la mesure des degrés de la méridienne , et nous indi- 
querons la méthode que l'on doit suivre pour en con- 
clure quelle est la figure la plus probable que ces 
mesures assignent à la Terre. On conçoit en effet que, 
comme il est impossible de déterminer dans toute son 
étendue le méridien terrestre, il faudra commencer 
par faire une hypothèse quelconque sur la nature de 
cette courbe et sur la figure générale du globe. On 
déterminera ensuite les arbitraires de ces suppositions 
au moyen des données fournies par les opérations 
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géodésiques , et l'on examinera enfin si la figure qui 
en résulte pour le sphéroïde terrestre peut concor- 
der avec celle que Fon conclut des autres phénomènes 
observés. 

Supposons, en premier lieu, le sphéroïde el- 
liptique et de révolution. C'est l'hypothèse la plus 
simple que l’on puisse faire sur la figure de la Terre, 
puisqu'on sait d'avance que l'hypothèse d'une figure 
sphérique ne saurait Jui convenir; d’ailleurs, c’est 
celle qui résulte directement des lois de l’'Hydrosta- 
tique, si l'on suppose que la Terre était originaire- 
ment fluide et homogène, et qu’elle a conservé, en 
se durcissant, sa figure primitive. Proposons-nous 
donc de déterminer, parmi toutes les figures ellip- 
tiques qu’on peut donner au méridien terrestre, 
celle qui s'accorde le mieux avec les degrés mesurés. 

Soient e,, c,, cs, etc., les longueurs de ces degrés, 
L,, L,, Lz, etc., les latitudes correspondantes au 
milieu de chacun d'eux. Puisque nous supposons que 
la Terre est un ellipsoïde de révolution qui s'écarte 
peu de la figure de la sphère, la variation des degrés 
à sa surface sera proportionnelle au carré du sinus de 
la latitude; on aura donc généralement 


c =a +b .siw’L, (a) 


a et b étant deux constantes dont la première re- 
présente la grandeur du degré à l'équateur et lautre 
dépend de l'aplatissement du sphéroïde terrestre. 
En substituant respectivement c,, C,, C3, etc., 
L,, L,, L,, etc., à la place de c et L dans l'équation 
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précédente, on aura autant d'équations qu'il y a eu 
de degrés mesurés. Si la Terre était rigoureusement 
elliptique, et si les observations étaient parfaite- 
ment exactes, toutes ces équations, de quelque ma- 
nière qu'on les combinät entre elles, donneraient à 
très peu près pour a et b les mêmes valeurs; mais 
cela n’a pas lieu généralement, et les degrés mesu- 
rés à diverses latitudes ont donné pour la figure 
des méridiens des ellipses très différentes. Jl s’agit 
donc de combiner le système des équations précé- 
dentes, de manière à en tirer les valeurs des inconnues 
a et b qui, substituées dans la formule (a), repré- 
sentent, avec le plus de précision possible, les me- 
sures observées. Voici, pour y parvenir, une mé- 
thode très simple et qui peut être utile dans une 
infinité de cas semblables, par exemple, lorsqu'étant 
donné un nombre quelconque d'observations d’une 
comète, il s’agit de déterminer parmi toutes les 
courbes paraboliques qui peuvent représenter sa 
marche, celle qui satisfait plus exactement que toutes 
les autres à leur ensemble. 

Comme il est impossible, quelque valeur qu'on 
suppose aux constantes a etb, de satisfaire à la fois 
à toutes les équations qu'on peut former par la subs- 
titution des quantités c., Ca, etc., L,, La, Etc., à la 
place de c et L dans l'équation (4), on suppose que 
les différences des résultats sont dues aux erreurs dont 
les observations sont susceptibles. La question revient 
alors à trouver le système de ces erreurs, qu’on peut 
distribuer arbitrairement sur l’ensemble des observa- 
tions, dans lequel la plus grande erreur est moindre, 
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abstraction faite du signe , que dans tout autre sys- 
tème, ct à déterminer a et b par cette condition. 
C’est à quoi on parvient très facilement par la mé- 
thode des moindres carrés, imaginée par M. Le- 
gendre, et que Laplace a en effet reconnue comme la 
plus exacte et la plus simple que l’on puisse employer 
dans toutes les questions de ce genre. Ce procédé 
consiste à rendre la somme des carrés des erreurs 
un minimum par rapport à chacune des inconnues 
du problème. On forme, en exprimant analytiquement 
cette condition, autant d'équations qu’il y a d’incon- 
nues à déterminer , et il ne reste plus pour les obte- 
nir qu'à résoudre ces équations par les méthodes 
ordinaires. 

Soient donc e,, e,, es, etc. , les erreurs des degrés 
mesurés €©,, Ca; etc., en substituant c, + e,, 
c, ea, etc., à la place de c,, c,, etc., dans la for- 
mule (a), on formera les équations suivantes : 


c, — a — b.sin’ L, = e,, 
Ca — a — b .sin’ L, = e,, 
c, — a — b.sin* L; = e3, > (b) 


[UN 


e, — a — b.sin° L, = en 


n étant le nombre des degrés mesurés. 

Il faut exprimer maintenant que la somme des 
carrés des erreurs ee? etc. est un minimum 
par rapport à chaque inconnue a et b, ce qui revient 
évidemment à multiplier tous les termes de chacune 
des équations précédentes par le coefficient de cette 
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inconnue, prise avec son signe, et à égaler à zéro 
la somme de ces produits. Ainsi, tous les coeffi- 
ciens de a étant l'unité dans les équations précédentes, 
pour obtenir l'équation du minimum par rapport à a, 
il sufira de les ajouter entre.elles; pour former la 
même équation relative àb, on multipliera la pre- 
mière par sin? L,, la seconde par sin* L, , la troi- 
sième par sin? Ly, etc. On ajoutera ensuite entre elles 
les équations résultantes, et en égalant à zéro les deux 
sommes précédentes, on aura les équations cherchées. 
On trouvera, de cette manière, les deux équations 
suivantes : 


an + b.E.sin L, — 2.0, = 0, } 
a.Z.sin® L, + b.Z.sint L, — X.c, sin L, —0, f(e) 


la caractéristique © :désiguant: généralement, la 
somme de toutes les quantités semblables qu’on peut 
former en considérant l’ensemble des observations 
données. 

Les deux équations {c). sufhront pour déter- 
miner a ct b, et en substituant ensuite leurs va- 
leurs dans les équations (b), ton aura les erreurs 
e,» Car 63 CtC. p qui conviennent au système où les 
erreurs extrêmes sont renfermées dans les plus étroites 
limites possibles, et lon verra si ces erreurs sont 
telles, qu'on les puisse attribuer aux incorrections de 
l'observation. Mais si parmi elles il s'en trouvait 
quelqu'une trop considérable pour qu'il soit possible 
de ladmettre, on rejetterait les degrés mesurés qui 
ont donné cette erreur comme provenant d'opérations 
défectueuses, et l'on déterminerait les constantes a 
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et b au moyen des équations restantes, qui donne- 
raicnt alors des résultats beaucoup plus d'accord avec 
les observations. 

Comme les considérations qui précèdent sont fon- 
dées sur la supposition que les degrés croissent propor- 
tionnellement au carré de la latitude, et que la même 
loi, dans l'hypothèse de la figure elliptique de la 
Terre, convient également à la variation de la lon- 
gueur du pendule, il est clair que la méthode que 
nous venons d'exposer peut s'appliquer identique- 
ment aux mesures du pendule à secondes observées à 
diverses latitudes, et donne le moyen d'en déduire 
avec le plus grand degré de probabilité possible Fa- 
platissement de la Terre. 

40. La méthode précédente est la plus simple que 
l'on puisse employer pour reconnaître si la figure du 
sphéroïde terrestre „conclue des mesures géodésiques 
prises à sa surface et de l'observation du pendule, 
s'accorde avec celle qui résulte des autres phéno- 
mènes; mais elle suppose que les degrés du méri- 
dien que l'on compare entre eux ont été conclus 
d’arcs différens , mesurés dans des régions éloignées 
du globe. S'il s'agissait simplement de déduire de 
l’un de ces arcs, mesuré avec beaucoup de soin, comme 
l'a été l'arc compris entre Dunkerque et Barcelone, 
l'aplatissement de la Terre, voici la méthode que 
l'on suivrait dans ce cas. 

Nous avons vu, n° 54, que si l’on suppose que 
la Terre, originairement fluide, a conservé en se 
refroidissant la figure qu'elle avait prise à l'état 
d'équilibre, le rayon de sa surface pouvait étre ex- 
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primé par la formule suivante : 
r=a{1— ahcos* 0), 


a représentant le demi-axe de l'équateur, 8 l'angle 
que forme le rayon r avec l'axe des pôles, et ah l'a- 
platissement de la Terre, que nous regardons comme 
une très petite quantité dont on peut négliger le 
carré et les puissances supérieures. 

Nommons s l'arc du méridien terrestre compris 
entre les deux rayons vecteurs a et r; on aura géné- 
ralement ds = — Vr°d8" + dr°, l'arc s étant sup- 
posé croître de l'équateur aux pôles. La valeur pré- 
cédente de r donne, en la diflérenciant, 


dr == 2aah sin b cos Îd3. 


On aura donc, en négligeant les quantités de l'ordre 
a’, 


ds = — rdl = — adb. (1 —azh cos 8), 
d'où, en intégrant, on tire 
s = const. — aĵ. (1 — tah) -4-} aah sin 28. 


Introduisons dans cette formule, au lieu de l'angle 
8, la latitude L correspondante à l'extrémité de l'arc s. 
Quelle que soit la nature du méridien terrestre , 1l est 
aisé de voir qu'on aura 


dr 
tang (8 — (go — LJ = $, 


d'où l’on tire, en ohservant que dr est du premier 
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` d K » ` 
ordre par rapport à &, et. que nous négligeons le 
carré de cette quantité, 


d dr 
L= 90 Ai 6 + 7d , 
ou bien en substituant pour r et a leurs valeurs 


L = 90° — 6 + zh sin 24 ; 


on aura donc réciproquement 
8 — 90° — L -+ Åh sin 2}, 


Cette valeur substituce dans l'expression des donnera, 
aux quantités près de l'ordre a°, 


s=a{i — tah) L —+.aah sin 2L. 


Nous n’ajoutons point de constante au second mem- 
bre, parce que nous supposons l'arc s compté de 
l'équateur, ce qui donne s =o en même temps que 
LS oi 

Désignons par S le quart du méridien terrestre; en 
faisant dans Péquation précédente 


bsgo=#$7; 
on aura 
S = a(1 — $ah)- ir, 
et par conséquent, 
S 


„(L — ah sin 2L). 


En désignant par L’ la latitude correspondante” à 
Tome il. 0) 
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l’éxtrémité d’un autre arc du méridien s’, om aurait 
de même 


nS : 
= mei ahsin 2L’). 


L'arc compris entre les deux parallèles correspon- 
dans aux latitudes L et L’ sera donc 

ses À Min, = tal E TA D 

iT F 

Cette équation établit la relation qui doit exister 
entre la longueur d’un arc quelconque du méridien 
et les latitudes de ses points extrèmes. Soit s la lon- 
gueur du degré moyen du méridien terrestre , ou 
la longueur du degré sous le parallèle de 45°, on 


S .. e r # . 
aura ra s, et l'équation précédente, en y substi- 


tuant cette valeur, donnera immédiatement la lon- 
gueur du degré, quand l'aplatissement ah du sphé- 
roïde terrestre sera déterminé, 

Maintenant, soient L,, La, La, etc., les latitudes 
respectives des extrémités des arcs du méridien s,, 
Sas S3, comptés de léquateur; en substituant suc- 
cessivement ces quantités à la place de L et de $ 
dans l'équation précédente, on formera un sys- 
tème d'équations semblables qui serviront à déter- 
miner l’ellipse qu'indiquent avec le plus de vrai- 
semblance , pour le méridien terrestre, les arcs 
mesurés. Pour cela, on appliquera à ces équations 
la méthode du n° 39; on désignera par ci, C, 
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cs, etc., les arcs mesurés du méridien, à partir 
du parallèle qui correspond à ła latitude L,, en 
sorte qu'on aura C, = Sa —S,;, C,—S;—5,, elc.; 
on nommera, comme précédemment, L,, La, La, etc., 
les latitudes, et l'on désignera par e,, ĉa, ez les er- 
reurs dont ces latitudes sont affectées, et qu'on peut 
attribuer, soit aux observations astronomiques d’où 
elles sont déduites, soit aux rnesures géodésiques dont 
les inexactitudes influent sur les latitudes des pa- 
rallèles qu'on suppose séparés par les intervalles 
Cis Cas etc. Les erreurs e,, e,, €z, etc., étant de très 
petites quantités, on pourra d'ailleurs négliger les 
termes où elles se trouveraient multipliées par æ ; on 
aura ainsi les équations suivantes : 


L, — L, — Schsin(Ls — L,).cos(L, + L,)— 2 =e, — ea, | 


Ca 


Lz — L,— Sehsin(Ls — L,).cos(L; + L,)— Fes; 


L; Hz L, nn” sin(L, — L,).cos(f., + L) yi -= E a E (d) 


Le — it — =«hsin(L, TS Rite E = me ge 


‘ 


Dans ces équations, les latitudes L et L’ sont suppo- 
sées exprimées en degrés; il faudra donc exprimer de 
même la quantité æ, ce qui revient à multiplier par 


180 z 5 
les i coefliciens dont elle est affectée. 


Comme il est important de déterminer les erreurs 
e,» €, etc., indépendamment Pune de lautre, on 
2Q.. 
s 


WW 
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pourra considérer e, comme une nouvelle inconnue 
donnée par l'équation e, — e, = 0 ; en joignant cette 
équation à celles qui précèdent, on aura autant d'é- 
quations qu’il y a eu d’arcs mesurés c,, c,, ete. On 
déterminera ensuite, par la méthode des moindres 
carrés, l'hypothèse elliptique dans laquelle la plus 
grande erreur est un minimum , et l’on reconnaîtra 
si elle est comprise dans les limites de celles dont les 
observations sont susceptibles. 

Les mêmes considérations conviennent, d’après ce 
que nous avons dit n° 39, aux observations de la lon- 
gueur du pendule à secondes, mesurée à différentes 
latitudes. 

41. Appliquons d’abord les méthodes précédentes 
aux principaux résultats qu'ont produits les grandes 
opérations entreprises en diverses contrées, pour ob- 
tenir la mesure exacte des degrés des méridiens terres- 
tres. Parmi ces degrés, choisissons les cinq suivans, 
qui sont évalués en parties de la double toise qui a 
servi à mesurer l'arc compris entre Dunkerque et 
Barcelone et à laquelle on a donné le nom de module. 


Arc totall á 


| Latitudes D 
Longueurs correspond. FN 
Observateurs. des au mileu l $ LA f 
degrés. | de chaque | “© VERTE 
degré. aele 
conclu, 


mod 
Bougner (au Pérou)... M. EROE 28376,5 | o° 0° o" |3o =" 
La Caille (au cap de Bonne-EÉspérance)...| 28518,5 [33.18.30 |r.13.1 
Boscovich{ltalic}......"....,,..,..... 28489,9 143. 1. 0 |2. Q. 
Delambre et Mechain (France). ..... ..| 25509,2 |46. 11,55 |g.40.25 
Clairaut, Maupertuis, etc. {Laponic)...| 287023,5 ST o 57.29 


n.org.pl 


DU SYSTÈME DU MONDE. 453 


On voit, par ce tableau, que, quelle que soit la 
figure de la Terre, toutes les observations s’accor- 
dent à montrer que les degrés du méridien vont en 
augmentant de l’équateur aux pôles, ce qui indique, 
n° 30, une diminution correspondante dans les rayons 
du sphéroïde terrestre, et par conséquent un apla- 
tissement dans le sens des pôles. 

Au moyen de ces valeurs, les équations (b) du 
n° 59, deviennent 


28376"%,5 — a — b.0,00000 = e, | 
285181,5 = a = DO, 10100.—46, | 
28489 5 — a — b.0,46541 = es |(e) 
28509 ,2 — a — b.0,52093 = e, 
28702 ,5 — a — b.0,83887 = CA 


et l’on en déduit pour les équations qui résultent de 
la condition que la somme des carrés des erreurs soit 
un minimum. 


a + b:0,42535 — 28519"* = o, 
a + b.0,60308 — 28582"* = o, 


d'où l'on tire 

a = 28368m À b == zyr 47 
On aura donc généralement pour l'expression du de- 
gré du méridien terrestre correspondant à la lati- 
tude L, 

c == 28568"" — 354% 47 sin° L. 


Nous avons vu, n° 34, que l'accroissement des 
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degrés du méridien elliptique de l'équateur au pôle, 
est à très peu près égal à 3ahc sin” L, æh étant l'ex- 
centricité de l’ellipse, et c le degré de l'équateur : 
la formule précédente donne donc, à très peu près, 
= pour l'aplatissement du sphéroïde terrestre. 

En adoptant pour la Terre la figure elliptique 
que ces résultats lui supposent , on trouve que la 
plus grande des erreurs qui ont dû être commises 
dans la mesure des degrés du méridien terrestre, 
et qui porte sur le degré du cap de Bonne-Espé- 
rance, mesuré par La Caille, est de 43° ,6. Cette 
erreur a paru d’abord trop considérable pour pou- 
voir être admise, et l’on a conclu que les degrés du 
méridien varient suivant une loi très différente du 
carré du sinus de la latitude , et que par conséquent 
le sphéroïde terrestre s’écarte sensiblement de Ja 
figure elliptique. 

Cependant, comme l’ellipsoïde est, aprèsla sphère, 
la figure la plus simple et la plus naturelle que l’on 
puisse adopter pour la Terre, et qu’elle est indiquée 
d'ailleurs par toutes les lois de l’'Hydrostatique, on 
aurait dù, avant de la rejeter entièrement, attendre 
que le temps eùt permis de vérifier les mesures des 
degrés qui semblaient s'en écarter davantage , d’au- 
tant que les opérations de ce genre, exigeant une 
extrême délicatesse, sont plus qu'aucune antre sus- 
ceptibles d’inexactitudes. L'expérience a pleinement 
confirmé ces observations, et la mesure du degré de 
Laponie, exécutée de nouveau et avec beaucoup de 
soin par des astronomes suédois , pendant les années 
1801, 1802 et 1803, a fait reconnaître qu’une er- 
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reur beaucoup plus grave que celle qu'indiquait 
l'analyse précédente s'était glissée dans la mesure 
du même degré, exécutée en 1736 par Clairaut , 
Maupertuis, Lemonnier, Camus, Outhier et Celsius. 

La grandeur du degré sous le cercle polaire s’est 
trouvée, d'après ces nouvelles opérations, de 115°% 
plus petite que celle qu’on lui avait d’abord assignée, 
ce qui le réduit à 28587*°%*,5. Cette correction est 
d'autant plus précieuse, que la nouvelle mesure 
donne, pour l'aplatissement du sphéroïde terrestre , 
une valeur qui s'accorde beaucoup mieux avec l'a- 
platissement qui résulte des observations du pen- 
dule et des autres phénomènes, que celle que la 
première indiquait, et qui coïncide entièrement avec 
la valeur de cet aplatissement qu'on a déduit de la 
comparaison du nouveau degré mesuré en France à 
celui de l'équateur mesuré par Bouguer. 

En effet, si l’on introduit la correction précédente 
dans les équations (e), on trouvera, pour les deux 
équations du minimum, 


a+ b.0,42535 — 28496 = 0, 
a + b.0,60508 — 28541 = 0, 


d'où l'on tire 
GE Okai cd) Re selle 


ce qui donne SEE pour ; d’aplatissement -de. Ja 


Terre. On trouve, comme on le verra'plus'bas, en 
comparant les longueurs du pendule à différentes 


—— dt ou: RME TT 
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latitudes, En pour la valeur de cet aplatissement: la 


mesure des degrés ct l'observation des variations de 
l'intensité de, la pesanteur à la surface du globe, 
donnent ainsi à la Terre à très peu près la même figure 
elliptique. 

42. Il est donc presque démontré, qu'une inexacti- 
tude grave s'était introduite dans la mesure du degré 
de Laponie; et cela est d'autant plus vraisemblable, 
que cette erreur. de 250 toises ne porte pas entière- 
ment sur, les mesures géodésiques, ce, qui paraïîtrait 
en effet inadmissible. Il suffit pour l'expliquer.1de 
supposer!une erreur de quelques secondes dans, les 
latitudes, des points extrèmes de Parc mesuré parles 
académiciens français, .et-la difficulté des observations 
qui servent à les déterminer,rend cette supposition 
très plausible. Sans doute, des erreurs du même genre 
ont pu se glisser, dans la détemmination d'autreside- 
grés mesurés du méridien terrestre. On doit donc 
être extrêmement circonspect,.sur, les conclusions 
qu'on en tire; et c'est par cette raison que, parmi 
le grand nombre de ces-mesüures que nous possédons, 
nous avons choisi celles-qui,,par les'soins qu'on a 
mis à leur exécution et par la réputation des obser- 
vateurs, nous ont semblé devoir inspirer le: plus de 
confiance. La méthode de combinaison appliquée 
aux équations (e) est aussi très propre à diminuer 
l'influence de ces erreurs sur les résultats; on doit 
-obsérver en général que, comme les arbitraires qui 
entrent dans l'équation (b) me, sont, qu'au) nombre 
¿de deux; il suffira de deux degrés mesurés à la surface 
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de la Terre, pour faire connaitre son aplatissement 
et la longueur absolue du degré sous l'équateur. Si 
la Terre était un sphéroïde exactement elliptique , 
on -obtiendrait donc, à tres peu près, les mêmes 
valeurs des constantes a et à, en comparant deux à 
deux tous les degrés mesurés jusqu’à présent; mais 
cette comparaison produit au contraire des diffé- 
rences qu'il est difficile d'attribuer aux seules erreurs 
des observations; on en doit conclure que la figure 
de la Terre est très irrégulière et beaucoup plus 
compliquée que nous ne l'avons supposé. On conçoit, 
eneffet, qu'en admettant même que da figure de la 
Terre est celle qui résulte des lois de l'Hydrostatique , 
mille circonstances ont pu modifier ces lois de ma- 
nière à l'écarter sensiblement de l'ellipsoïde. Les de- 
grés mesurés à sa surface indiquent d'une manière 
manifeste ces écarts; ils donnent même lieu de pen- 
ser quelles deux hémisphères ne sont pas semblables 
de chaque côté de l'équateur. Ainsi la longueur du 
degré-mesuré par La Caille au cap de Bonne-Espé- 
rance, surpasse celle des degrés mesurés à une égale 
latitude et même à des latitudes plus grandes dans 
l'hémisphère boréal de la Terre. Le moyen le plus 
propre de diminuer l'influence de ces différences , 
ainsi que celle des erreurs dont les observations sont 
susceptibles, est donc de combiner entre elles un 
grand nombre d'observations, comme nous l'avons 
fait n°41, ou du moins de comparer des degrés me- 
surés à des latitudes assez distantes pour que les ré- 
sultats soient indépendans des effets qui tiennent aux 
irrégularités de la Terre et à des circonstances’ pure- 
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ment locales. C'est ainsi qu'en comparant au degre 
du Pérou le degré de France qui a été conclu d'un 
arc plus grand qu'aucun de ceux qui avaient été 
mesurés jusqu'ici, et qui, par les soins ct les lu- 
mières de ceux qui l'ont déterminé, présente peu de 
chances d’inexactitude, on a trouvé pour l'aplatisse- 
ment de la Terre $z, valeur qui s'accorde exacte- 
ment avec celle que donne le nouveau degré de La- 
ponie comparé aux autres degrés dont les mesures 
sont rapportées dans le tableau du n° 41. Ce résultat 
a servi à établir la base de notre système de mesures. 
Le quart du méridien terrestre conclu de l’arcme- 
suré entre Dunkerque et Montjoui est, d’après cet 
aplatissement, de 2565370", et le mètre, qui en est 
la dix-millionième partie, est ainsi égal à o0™°* , 2565570 
ou à 0“*,513074, la toise étant celle qui a servi à la 
mesure du degré du Pérou. Ce simple avertissement 
suffirait pour quon püt retrouver en tout temps 
l'unité fondamentale de nos mesures, si son étalon 
venait à se perdre ou à s’altérer dans la suite, à moins 
cependant qu'il n’arrivât quelque grand changement 
dans la constitution physique du globe. C'est sans 
doute par cette raison qu'on a choisi la grandeur de 
la Terre pour la base de notre système métrique, de 
préférence aux autres élémens proposés pour cet ob- 
jet. Ainsi, par exemple, la longueur du pendule qu'on 
vient récemment d'employer en Angleterre à Féta- 
blissement d'un nouveau systèmede mesures, n’offre 
point, à beaucoup près, le même caractère de fixité., 
En effet, l'intensité de la pesanteur, et par consé- 
quant la longueur du pendule, est sujette, non-seu - 
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lement comme les arcs mesurés du méridien, à des 
variations qui dépendent de la figure de la Terre et 
des irrégularités de sa surface, elle en éprouve en- 
core de particulières qui tiennent à la non homo- 
généité des différentes parties de cette surface, et 
enfin rien n’assure que l'intensité de la pesanteur 
est en elle-même inaltérable, et qu'elle ne subira 
pas dans la suite des siècles des modifications sem- 
blables à celles qu'éprouve continuellement le ma- 
gnétisme à la surface du sphéroïde terrestre. 

43. Choisissons maintenant, pour déterminer la 
figure elliptique de la Terre, des arcs de méridien 
mesurés à des latitudes peu différentes. Les résultats 
suivans, provenant des opérations exécutées avec 
un soin extrême par Delambre et Méchain, pour la 
mesure de l'arc du méridien compris entre Dunkerque 
et Montjoui, on peut compter sur leur exactitude. 


Distances 

a i des quatre dernières 
Lieux de l'observation, Latitudes. stations au parallèle 

de Monjoui. 

RE ee 
Monjoui...,..... ds eme | _410a1”44",80 
CarCASS ONE eu eee e CE Po d 43.12.54,40 52549"04,48 
4G.10.42,60 137154 


Paris (au Panthéon) 48.50.40,55 213319 


Dunkerque 51. 2.10,50 255792 


En substituant ces valeurs dans les équations (d) 
000 


. 10 Q ; , 
du n° 40, eten faisant s = pouréviter d'opérer 


= 
` 
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sur de trop grands nombres , on formera les cinq 
équations suivantes : 


e, —e,= 0.0000000 .6 4-0.000000.4} — o°ooocv, | 


e, — e, = 5.274948 .6+o,262581.ah—1.85266, 
e, — e, = 15.717405 -6+-0.309605.&h — 4.81602,){ j 
e,— e, = 21.5561977.6—0.040978.ah — 7.484609 
es — e, = 27.579256 .6—0.604414.ak— 09.673790. ) 


En ajoutant entre elles ces équations, après avoir 
fait passer l'erreur e, dans le second membre, ct 
en égalant à zéro leur somme, on trouve 


5e, = —67.905564.6+.0.073208.&h + 25.829717. 


Si l’on substitue la valeur de e, qui résulte de cette 
équation dans celles qui la précèdent, conformément 
à cefqui a été dit n° 40, on formera les cinq nou- 
velles équations suivantes : 


e,—=—13.580715.6+0.014642.ah+ 4° 76545, 
e,—— 8.3505765.6—+0.277225.ah+4 2.91277, 
e=  0.136690.6+0.524245.ah— 0.05059, 
ey—=  7:751264.6—0.026337.ah— 2:71996, 
e5—  13.998525.6—0.589772.ah— 4.090856, 


d'où l'on tire, par la méthode des moindres carrés, 
pour déterminer les valeurs des arbitraires 6 etak, 
les deux équations suivantes : 


o=— 178.705201 +6 .509,48074— 2h. 10,91717, 
DE 5.827288—6. 10,9171 72h. 0,55075. 


La résolution de ces équations donne 
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6—o.550g117,. ah —0.0069227. 


= : , 10000 
Nous avons supposé le 45° degré s = — z; On aura 


donc ainsi 


s—28497;2, ahe 


Telle est donc la valeur du degré moyen et de 
l'aplatissement du méridien terrestre qu'on déduirait 
de la seule considération des degrés mesurés en 
France. La figure elliptique qui en résulte pour la 
Terre diffère beaucoup de celle qu’on détermine par 
la comparaison des mêmes degrés au degré mesuré à 
l'équateur, par les observations du pendule et par 
d’autres phénomènes astronomiques. Cette figure 
d’ailleurs ne saurait se concilier avec les lois de 
l'ILydrostatique ni avec celles de la précession et de la 
nutatior, qui défendent de supposer au sphéroïde 
terrestre un aplatissement plus grand que dans le 
cas où toutes ses couches seraient d’égale densité, 
c’est-à-dire supérieure à Ts 

250 

Les valeurs de æ% et de 6 sont celles qui convien- 
uent à la figure elliptique du méridien terrestre qui 
donne un minimum pour la plus grande des erreurs 
commises dans les mesures qui ont servi à déterminer 
l'arc compris entre Dunkerque et Montjoui; si l'on 
substitue ces valeurs dans les équations (f), on 
trouve, pour ces erreurs exprimées en secondes , 


e, = — 0",53, e,—=+0",30, e= — 1^,56, 
= 1" À a (AE | 
OFF 2 OOE E 
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Ainsi, la plus grande erreur ne monte pas à plus de 
2", et leur moyenne, abstraction faite du signe, est de 
0",96 ; ces erreur sont comprises par conséquent dans 
ies limites de celles dont les observations sont sus- 
ceptibles. 

Mais pour mieux se convaincre que les mesures 
qui résultent des opérations exécutées en France 
ne permettent pas de supposer à la Terre une 


ellipticité de =, et, à plus forte raison , une ellipti- 


cité moins considérable, supposons dans les équa- 


tions ( f) ah = -55 on aura 
e, = 4.765493 — 13.580713.6, 
e = 2.015070 — 8.305:65.6, 
e, = — 0.049176 + 0.136690., 
e; = — 2.719375 + 7.751264.6, 
es = — 4.910927 + 15.098523.6. 


En combinant entre elles ces équations, on trouve 


O 


I 


— 178.7527 + Ch.509.48074, 


d'où l'on tire, pour la valeur de 6 qui rend la plus 
grande des erreurs un minimum , E = 0.550853, et 
par suite pour la longueur du degré moyen, 


s = 24507", 


valeur qui s'accorde assez bien avec celle de 28504 
qui résulte de la comparaison du degré de France à 
celui du Pérou. En substituant pour 6 sa valeur dans 
les équations précédentes, on trouve 
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e= -+ 2",40, e——o,40, e = —4",38, 
e=+0",67, e=+1",:6. 


La plus grande erreur serait, dans ce cas, de —4",58. 
Or, l'excessive précision avec laquelle ont été faites 
les observations ne permet pas de supposer dans la 
détermination des latitudes une erreur aussi considé- 
rable. L'aplatissement de 7 que les observations 
faites en France en 1801 donnent au sphéroïde 
terrestre, a d’ailleurs été confirmé par les opérations 
exécutées depuis en Angleterre pour mesurer des 
arcs du méridien et des perpendiculaires à la méri- 
dienne; tout porte donc à croire que les anomalies 
que présentent leurs résultats tiennent à quelque 
cause particulière qui, dans ces contrées, écarte sen- 
siblement la Terre de la figure elliptique ou qui, 
altérant d’une manière irrégulière l’'homogénéité de 
ses couches, fait dévier de quelques secondes, soit 
vers le midi, soit vers le nord, le fil-a-plomb de l'ins- 
trument qui sert à fixer les latitudes des arcs mesurés. 
On peut conclure de ces observations et de celles qui 
sont développées dans les numéros précédens, que 
la surface de la Terre étant très irrégulière, ainsi que 
la densité des couches qui l'avoisinent, la mesure 
isolée d’un arc de méridien, quelle que soit son éten- 
due, est peu propre à servir à la détermination 
exacte de la figure de la Terre; on tire, au contraire, 
de la comparaison de deux arcs du méridien mesu- 
rés à des latitudes très distantes, des notions sur 


cette importante question , qui s'accordent très bien 
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avec celles qui résultent des autres phénomènes, 
parce qu’à ces grandes distances, les effets qui tien- 
nent aux inégalités de la surface du globe et à la 
non homogénéité de ses parties disparaissent, pour ne 
laisser subsister que ceux qui dépendent de sa forme 
générale. 

44. Considérons maintenant les variations de Ja pe- 
santeur aux diverses latitudes, et déterminons la fi- 
gure elliptique la plus probable qui en résulte pour le 
sphéroïde terrestre. Les observations des longueurs 
du pendule à secondes, qui servent à reconnaître ces 
variations, sont plus faciles à exécuter que celles de 
la mesure des degrés du méridien; les anomalies 
qu’elles présentent sont aussi beaucoup moins consi- 
dérables, parce que les irrégularités de la Terre 
exercent surces observations une influence bien moins 
sensible que sur les autres : on doit done obtenir par 
ce procédé des notions plus certaines sur la figure du 
globe que par les mesures directes prises à sa sur- 
face. 

Parmi les nombreuses observations qui ont été 
faites des longueurs du pendule, nous choisirons les 
cinq suivantes, Le pendule dont il est ici question 
est celui qui fait 86400 oscillations dans un jour 
moyen, et les mesures ont été réduites au niveau 
des mers, dans le vide et à la même température. 
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f 
Lieux PaË Longueur | 
des don à du pendule | Noams des Observateurs. | 
Observations. L à secondes À. | 
met» ! 
Pérou... os | “0 of 0,990564 -| Bouguer. | 
Petit-Goave.. 18.27 0,991150 | Bouguer. 
PAE A dE 4 48.24 0,963€6; | Biot, Mathieu, 
Pétersbourg.. .... 58.15 0,994589 | Mallet. 
Laponie......... 67. 4 0,995325 | Clairaut, Maupertuis, etc. 


On voit, par les résultats de ce tableau, que les 
longueurs du pendule à secondes augmentent d’une 
manière très sensible en allant de l'équateur au pôle. 
Soumettons ces accroissemens à la loi de la propor- 
tionnalité au carré du sinus de la latitude, pour re- 
connaître s'ils confirment l'hypothèse de la figure 
elliptique du sphéroïde terrestre. 

En substituant, dans les équations (b), les va- 
leurs précédentes, on trouve 


0®,990564 — a — b.0,00000 = e,, 

o ,991150 — a — b.0,10016 == A 

o ,993867 — a — b.0,56672 = e;, \ (g) 
o 994589 — a — b.0,72307 = e,,À 11 
o ,995525 — a — b.0,84829 = 65, 


et en appliquant à ces équations la méthode, des 
moindres carrés, on aura, pour déterminer les va- 
leurs des constantes a et à qui donnent un minimum 
pour la plus grande des erreurs dont sont affectées 


les mesures du pendule que nous avons adoptées; 


Tome IL. 30 
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0",093099 — a — b.0,44565 = 0, 
o ,994548 — a — b.0,70306 = ò, 
d’où l’on tire 
a = 0%,990955, b = 0",0056786. 


On aura donc généralement, pour l'expression de 
la longueur du pendule correspondante à une lati- 


tude L, 
0",990545 + 0",005670.sin° L. 


La valeur de a est celle du pendule équatorial, et l'on 
dns EU 7% , s 2.0 
az= 0,0057331. L'aplatissement du sphéroïde, 


d’après le n° 35, est égal à cinq demi du rapport 
de la force centrifuge à la pesanteur sous l'équateur, 
moins la valeur de la Fer précédente; ce rap- 


port pour la Terre est de — 5? n° 16, livre I°; Tel- 
lipticité du sphéroïde terrestre est par conséquent de 
: b 9 : : 
0,00865 — -, ou de —. C'est l'aplatissement de 
a 342 


l'ellipsoïde le plus vraisemblable qu'indiquent pour 
la Terre les mesures du pendule rapportées dans le 
tableau précédent; il s'accorde d’une manière salis- 
faisante avec celui que nous avons déduit, n° 41, de 
la comparaison des degrés du méridien mesurés dans 
des lieux séparés par de grands intervalles, et avec l'a- 


platissement de 7 , qu'on déduit des inégalités qui 


résultent dans le mouvement de:la Dune de la non 
sphéricité de la Terre. 
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Si l'on substitue pour a et b leurs valeurs précé- 
dentes dans les équations (g), on aura 


e,—=0",000009, e,=—=0",000026, e3 = 0™,000004, 
e, = — 0™,000072, es = — 0™,000047. 


Ainsi donc, dans la combinaison même la plus fa- 
vorable qu'on puisse faire de ces équations, on est 
forcé d'admettre une erreur de 0",000094 dans les 
mesures des longueurs du pendule que nous avons 
employées dans les recherches précédentes, si l’on 
suppose que ces longueurs varient comme le carré du 
sinus de la latitude. Cette erreur n'excède pas au 
reste la limite des inexactitudes dont les observations 
sont susceptibles, et elle est beaucoup plus faible 
que les erreurs correspondantes dans la mesure des 
degrés du méridien; ce qui prouve, comme nous 
l'avons dit n° 38, que les causes qui écartent la 
Terre de la figure elliptique ont beaucoup moins 
d'influence sur les variations du pendule que sur 
celles des degrés mesurés à sa surface. 

Cependant il est à remarquer que, bien qu’elles 
soient moins sensibles, les mêmes irrégularités qu’on 
observe dans les degrés du méridien conclus d'arcs 
très rapprochés entre eux, se reproduisent dans les 
longueurs du pendule à secondes. Ainsi, par exemple, 
la plus grande de ces anomalies dans les degrés me- 
surés en France et en Espagne, par Delambre et Mé- 
chain , se trouve dans l'arc compris entre les parallèles 
de Formentera et de Barcelone, et les variations 
de degrés subissent entre ces deux points un ralen- 
tissement considérable; de même, les variations du 

Jo. s 
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pendule dans cet intervalle sont beaucoup plus faibles 
que celles que donnerait la loi du carré du sinus de 
la latitude ; c’est ce qu'on verra d’une manière évi- 
dente par le tableau suivant, où les constantes a 
et b ont été déterminées en comparant deux à deux 
les observations qu'il renferme. 


Licux Longneurs 
Latitudes. a. L. 
des observations. Jdu pendule. 
mms ess e 
Unst.....,.......| 0m co49f2 | 6o45 257 om,990758 | 0m,0054955 
| | 
Leith...... Aert 94533 | 55.58.37 
p o 994 ? * | o ,990547 | o ,0055105 
Dunkerque. .......| a ,994102 | 51.16.38 


0 990737 | o ,0055258 
o 991334 | o „0043421 
o ,991714 | o „0034734 


Clermont......,...} 0 ,993520 | 45.11.46 
Barcelone .........| 0 ,99323a | 41.23.15 
Formentera.”......| 0 ,993070 | 38.39.56 


La constante b conserve à peu près la même va- 
leur dans les trois premiers intervalles, mais elle 
commence à décroitre d'une manière très prononcée 
depuis Clermont jusqu’à Barcelone, et ses variations 
sont encore beaucoup plus rapides de Barcelone à 
Formentera. Il faudrait pour concilier cette valeur 
du coefficient du carré du sinus de la latitude , avec 
celle qui résulte des observations faites en des lieux 
éloignés , supposer dans les mesures précédentes des 
erreurs de 8 à ọ centièmes de millimètre, ce qul 
est impossible d'admettre. La longueur a du pendule 
équatorial présente, dans ce tableau, des différences 
non moins remarquables. La longueur réelle de ce 
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pendule, conclue des observations faites à l'équateur 
ou à des latitudes voisines, est de 0",991006. Les ob- 
servations précédentes, faites à des latitudes: supé- 
rieures à 45°, donnent, comme on voit, des longueurs 
beaucoup trop fortes, tandis que celles qui répondent 
à des latitudes inférieures en donnent de trop faibles. 
Ce résultat remarquable se manifeste d'une manière 
bien plus prononcée encore, lorsqu'on compare 
entre elles des observations faites surune plus grande 
échelle et comprises, les premières, entre le 45° degré 
et le pôle , les secondes, entre le 45° degré et l’équa- 
teur. Au reste, il est évident, comme nous l'avons 
ditn? 42, que ces anomalies se compenseront en 
grande partie lorsqu'on choisira des observations 
faites en des lieux très éloignésÿ et qu'on rendra ainsi 
les résultats plus indépendans de perturbations qui 
ont sans doute pour cause principale les irré gulari- 
tés de la surface de la Terre. 

45. Considérons maintenant Jupiter, la seule des 
planètes dont l’aplatissement ait pu être déterminé par 
l'observation directe. Reprenons l'équation (2) du 
nez: 
kaga (h) 


arc tang à = FX 


Lorsque la valeur de q sera connue, on aura, par 
cette équation, celle de À, et par conséquent le rap- 


port V/1-+X" de l'axe de l'équateur! à l'axe du pôle. 
Or, en Lire le cas de l'homogénéité, on a, 


n° 25, =R 7. Soit D la distance du quatrième satel- 


lite de J piii au centre de la planète , et T le temps 
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de sa révolution, exprimé en jours ; sa force centri- 
fuge sera à celle qui anime un élément de la masse 
de Jupiter placé à l’unité de distance de l'axe ide ro- 


tation, comme a est à Te T''étant lé ‘temps de la 


rotation de Jupiter, exprimé en fractions du jour, 
La force centrifuge du satellite est d’ailleurs égale à 
la force qui retient cet astre dans son orbite, cest- 
à-dire à la masse M de Jupiter, divisée par D’; on 
aura donc 


peq a 
LARES 


On a d'ailleurs, n°25, M= $r h’ (14A); on aura 
donc 
ne o aae 


D'après les observations de Pound, rapportées par 
Newton, la distance du quatrième satellite de Jupiter 
à son centreiest égale à 26,63 demi-diamètres de l'é- 
quateur de cette planète; ce qui donne 


RON) mooethbis, 
7 D — 2%6,63? 


on a de plus 
T=:16,68902, T'=0/,41377. 


On’conclura de là 
i 0,086145 
17 Mahé 


et en substituant cctie valeur dans l'équation (A), 
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elle deviendra 


gav’1i +2 + 0,172200X 
PTE g DT Es 
d'où l’on tire à= 0,4810, et, par suite, lerapport de 
laxe du pôle à l'axe de l'équateur, ou \/1+4-°==110967. 
Ce rapport, suivant les observations de Pound, 
est de 1,0771. (On trouve, par la théorie des satel- 
lites de Jupiter, qui détermine ce rapport avec plus 
de précision encore que les observations directes, 
qu'ilest de 1,0747. Ces résultats montrent que Jupiter 
est moins aplati que dans le cas de l’homogénéité, et 
que, par conséquent, sa densité va en augmentant, 
comme celle de la Terre, de la surface au centre. 
Nous avons vu, u°,34 , qu’en supposant les planètes 
originairement fluides, leur ellipticité devait être 
comprise entre ?q.et.i q, la première de ces limites 
répondant au,cas où la masse fluide serait homogène, 
et la seconde à celui loù toute la masse serait réunie 
à son centre. Or, l’ellipticité d'un ellipsoide est l'excès 
de laxe de l'équateur sur celui du pôle, divisé par 
le dernier de,ces axes; sa valeur est donc égale à 


arc tang Pen =S 


Vi+a*—r; on aura donc, par ee qui précède, 
Žq=0,10967, et par conséquent {q =0,04385. 
On trouve , par Pabservation directe, 0,0771, et par 
le mouvement des nœuds des orbites des satellites de 
Jupiter, 0,0747 pour l'ellipticité de cette planète: ces 
deux valeurs sont done comprises dans les limites 
que leur assigne la théorie. 

Nous avons trouvé, n° 29, dans de cas de l'honw- 
généité, 0,004534 pour l’ellipticité de la Terre. En 
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supposant donc la densité de la Terre égale à celle 
de Jupiter, leurs ellipticités seront entre elles comme 
0,10067 est à 0,004534. D’après cela, en adoptant 
pour l’ellipticité de Jupiter la valeur 0,0747, qui 
résulte de la théorie des satellites, on trouve = 
pour l'aplatissement de la Terre, et —#-;, en choi- 
sissant l’ellipticité 0,0771, qui est donnée par l’obser- 
vation directe. On voit que ces résultats s'accordent 
suffisamment bien avec ceux que l'on tire des obser- 
vations du pendule et de la mesure des arcs du mé- 
ridien terrestre , et l’analogie qui existe entre la figure 
de Jupiter et celle de la Terre prouve avec évidence 
que la même loi a présidé à la formation de tous les 
corps célestes. 

Les autres planètes sont trop éloignées de nous, 
ou leur aplatissement est trop peu ‘sensible, pour que 
l'observation ait pu jusqu'ici fournir les élémens né- 
cessaires à la comparaison des phénomènes et de la 
théorie. Il en est de même de la Lune, qui se pré- 
sente à l'observateur comme un corps à très peu près 
sphérique ; les conséquences qui résultent des lois 
de sa libration, et que nous avons développées dans 
le chapitre VI du livre IV, sont les seules données que 
nous ayons sur sa véritable figure. 

46. Nous ne terminerons pas ce chapitre, spéciale- 
ment consacré à la figure de la ‘Ferre, sans montrer 
comment les phénomènes de la précession. et de la 
nutation confirment, comme nous l'avons annonce, 
les résultats que l'on obtient par la mesure des arcs 
du méridien terrestre, et par les observations du 
pendule. Pour le faire voir, reprenons la valeur de 
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la fonction V, donnée-n° 25, livre IV, 


V= (ABC) 


+ [x (B+-C-A)+7"(A+-C-B)+-2(A+B-C)]. 


Dans cette expression, À, B, C sont les trois mo- 
mens d'inertie de la Terre, qui se rapportent respec- 
tivement aux axes principaux des x, des y et des z, 
M est la masse de la Terre, et x, y, 2 expriment les 
trois coordonnées de l’astre L. 

On aura en vertu du n° 36, pour l'expression gé- 
nérale de la fonction V, relativement à la Terre, 
supposée elliptique et douée d'un mouvement de 
rotation autour d'un axe fixe, 


YV =" -i Me, [Cah — ig). (4 — cos" 6) Feah’ sin? 8 cosa], 
æh et ah' étant deux constantes qui dépendent de l’a- 
platissement de la Terre, et q le rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur sous l'équateur. 

Désignons par ĝ l'angle que forme le rayon r avec 
l'axe de rotation que nous avons pris, n° 15, livre IV, 
pour axe des 3, par w la longitude de ce rayon 
comptée sur le plan de l'équateur ; on aura 


x =r sin sinw, y=rsin ĝ cos w, 2=rcos8. 


Si l'on substitue ces valeurs dans-la première des ex- 
pressions de V,etqu'on compareensuite ces deux ex- 
pressions entre elles, on trouvera l'équation suivante : 
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20— A—H).(:—cos8) +3. (A — B). sin? bcos 2 
= Ma’ .[(ah — 1 qX} —cos* b)-Hah'sint cos 20 | ; 


3 
4° 


d'où l’on tire, en vertu de l'indépendance des angles, 
f et w a 
A—B—#Maa}, 
2C— A — B=% Ma'(ah— iq). 


Les observations du pendule nous ont montré que 
l'aplatissement du sphéroïde terrestre est à très peu 
près le même sur les divers méridiens, ce ‘qui exige 
que æh’ soit une très petite quantité de l'ordrea*, que 
l'on peut’ négliger. On a alors A=B, d'où résulte 
ce théorème remarquable, . c'est que les phénomènes 
de la précession des équinoxèés et de la nucation de 
l'axe terrestre sont les mêmes que si la Terre était un 
sphéroide de révolution. 

Si l’on considère la Terre comme un ellipsoïde 
de révolution autour de l'axe des z, on aura, par les 
propriétés de ces corps, 


r étant un nombre qui dépend de la loi de densité 
des différentes couches du sphéroïde, et que l'expé- 
rience seule peut déterminer; elle a montré que, 
pour la Terre, ce nombre diffère peu de l'unité. On 
aura donc ainsi 

2C — A — B 10, 


ra (a ah—*® ig) 


Nous avons trouvé, n°39, livre IV, 
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2C— A —B Re 
ET = 000819012; 
on aura donc 
j 3570 
ak — }q = Nes Eye (k) 


P 


Le rapport que désigne 5 est égal à l'unité dans 
le cas de l’homogénéité ; il est plus grand que l'unité, 
si la densité du sphéroïde va en croissant de la sur- 
face au centre, et moindre que ce nombre dans le cas 
contraire. Supposons donc la Terre homogène; on 
aura g —1 : on a d'ailleurs, par l'observation, 


I La 
ARE Ruana donc, dans ce cas, ah = 0,0035871, 
I te 
ou —. La supposition de ah = Eg donnerait pour & 
279 5 
une valeur infinie : la valeur de-a% est. donc com- 
prise entre an tr z’ ct ce sont par conséquent les 


limites que les AE de la précession et de la 
nulation assignent à l’aplatissement du sphéroïde 
terrestre. 

Eu prenant une moyenne entre les valeurs de l’a- 
platissement de la Terre, qui résultent de la com- 
paraïson des degrés mesurés à sa surface, et des 
observations du pendule, on peut supposer cet apla- 


. 1 n \ , 
tissement de zg? peu pres. Cette valeur est comprise 
20 


entre les limites précédentes. Si on la substitue au 
lieu de ah, et qu'on remplace en même temps q 
par sa valeur dans l'équation (Å), on en tire 


g= 1,32560 : 
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ainsi donc la quantité c étant plus grande que l'unité, 
la densité de la Ferre va en croissant de la surface 
au centre, ce qui est conforme aux expériences de 
Cavendish et aux lois de l'Hydrostatique, qui exigent 
que si la Terre étaitoriginairement fluide, les parties 
les plus denses soient en même temps les plus voisines 
du centre. 

47. Si l'on embrasse maintenant d'un même re- 
gard les résultats que nous venons de recueillir par 
tant de moyens diflérens sur la ligure de la Terre, 
sans doute on sera surpris de leur parfait accord, 
et convaincu qu'ils ne peuvent être que les effets 
d’une même cause qui lie entre eux tous les phéno- 
mènes qui dépendent de la nature et de la constitu- 
tion du globe. La mesure des degrés des méridiens 
terrestres, qui paraît la méthode Ja plus simple que 
la nature nous ait indiquée pour déterminer la figure 
de notre planète, n’est cependant pas celle dont on 
doive attendre des résultats plus certains ; toutefois, 
en combinant avec adresse des observations faites à 
des latitudes très distantes pour diminuer l'effet des 
irrégularités de la Terre dans quelques-unes de ses 
parties, on détermine, par ce moyen, la valeur très 
approchée de son aplatissement. Cette valeur s'accorde 
d’une manière remarquable avec celle qui résulte 
des-observations du pendule , méthode d'investiga- 
tion moins directe ; mais plus sûre que la précédente, 
et que l’homme n'a due qu'à son génie. Les phéno- 
mènes de la précession et de la uutation ne font 
pas connaître la valeur absolue de la fraction qui 
exprime l’aplatissement de la Terre; ils déterminent 
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seulement deux limites, que cette fraction ne peut 
pas dépasser, et les valeurs que lui assignent la 
mesure des arcs du méridien et les longueurs du 
pendule sont comprises entre ces limites. Les mêmes 
phénomènes fournissent des notions précieuses sur la 
constitution intérieure du sphéroïde terrestre ; ils ne 
donnent point, ilest vrai, la loi rigoureuse des den- 
sités des couches qui le composent, et l’on peut en- 
core satisfaire par une infinité d’hypothèses à Panique 
condition qu'ils imposent , mais ils indiquent un ac- 
croissement dans les densités à mesure que l’on ap- 
proche du centre : résultats que confirment les phé- 
nomènes de la stabilité de l'équilibre des mers, le 
peu de déviation qu'éprouve le fil-à-plomb par lat- 
traction des montagnes, les mesures directes des arcs 
du méridien et des longueurs du pendule, qui nous 
ont montré que la Terre est plus aplatie que dans 
le cas de l'homogénéité ; résultat enfin qui est une 
suite nécessaire des lois de l’'Hydrostatique, lorsqu'on 
suppose que la Terre était originairement fluide, et 
que ses élémens ont conservé, en se durcissant, la 
même disposition qu'ils avaient dans leur premier 
état. 

L'admirable concordance de tous ces résultats n’est 
pes sans doute ce qu'offre de moins merveilleux la 
théorie de la pesanteur universelle. Si son influence 
se montre d’une manière moins manifeste et moins 
régulière dans les phénomènes qui dépendent de la 
figure des corps célestes et de leurs mouvemens au- 
tour de leur centre de gravité, que dans ceux qui 
se rapportent aux mouvemens de ces centres dans 
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l’espace, c’est que cette influence comme nous l'avons 
vu, est, dans ces phénomènes, modifiée sans cesse par 
les circonstances particulières dépendantes de la cons- 
titution de ces corps. Le géomètre, par la même 
raison , a éprouvé plus d'obstacles pour les soumettre 
au calcul; mais le succès a couronné ses efforts. Un 
homme de génie avait deviné la cause secrète qui 
met en mouvement la matière ; l'analyse mathéma- 
tique, en ramenant à ce principe unique ious les 
phénomènes de lunivers, ceux même qu'il parais- 
sait le plus difficile d'y soumettre , a démontré, par 
la preuve la plus irréfragable, qu'il était la véri- 
table loi de la nature. 


FIN DU SECOND VOLUME. 
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NOTES. 


NOTE PREMIÈRE. 
Sur le mouvement de rotation. 


(Koir page 114, 1% vol.) Les relations (/) peuvent s’obtenir 
de différentes manières; celle que nous indiquons est la plus 
simple. On trouve ainsi 

Ka—=(b'e"— be") x 4 (b"e — bo") y + (be — b'e) z, 
Ky=(a"c— a'c") x + (ac —a"c) y+ (de— ac) z, 
Kz’ = (a b" —a"b') x + (a"b—al")y +(ab— d'b)z, 
en supposant, pour abréger , 
K =a (b'c"— b"d) + a (b"c — bc") + a” (bd — b'c). 
Or, par la comparaison des équations précédentes aux équa- 
tions (2), on trouve 

b'e" pens bc’ f b"c — be" = Del ama b'e 

a == K >, a5 K » Q K . 


Si Pon ajoute les carrés de ces trois valeurs , on aura en 
verlu des relations (m) et (x), 
K’'= (b'e"— by (b"e ms bey + (be — b'e — rs 
par conséquent , 
a == b"e — be, a"= bd — b'c, 


LA 
u = b m ee DC 


etc. 


480 THÉORIE ANALYTIQUE 


(Foir page 119, ligne 17, 1*" vol.) Cette belle propriété des 
momens est facile à démontrer par ce qui précède. En effet, on 
a, par le n° 29 et par la supposition, 


M =S. (yZ — 2Y). dm, ON=S.(yZ'— 2%"). dm, 
M'=S. (X — sZ). dm, N =S. (X — xZ). dm, 
M'=S.(xY —yX).dm, N'=S. (x Y' —Yy'X"). dm. 


Substituons pour x’, y’, 7, X', X’, Z’, leurs valeurs, en obser- 
vant. que les forces X’, Y‘, Z' résultent de X, Y, Z, par la même 
transformation que les coordonnées x’, y, z des coordonnées 
*, 7, z- On aura, en vertu des formules (2), n° 28, 


N=S.[(bx+4-b"y+0"2)(cX + He" Z)i-(cx te yte") b X4 Y 4 L'Z)].dm, 


ou bien en réduisant et observant que l'intégrale S se rap- 
porte uniquement à l’élément de et aux quantités qui varient 
avec lui, 


N == (b'o"— be"). S.(yZ — sY )dm+ (b"e — bc"). S.(zX — xZ) 
+ (bc — b'c). S. (xY — yX). 


On trouverait pour N’ et N” des expressions semblables, et en 
vertu des relations (2), n° 28, on aura 


N = aM + a M + aM’, 
N'= bM + d'A + b'M", 
N'= M + c'M + cM’. 


I! existe donc entre les coordonnées, les forces, les momens, 
et les projections, rapportés à deux systèmes d’axes rectangu- 
laires , des relations analogues , et leur transformation s'opère 
de la même manière, en multipliant chacune de ces quantités 
relatives aux trois premiers axes par les cosinus des angles qu’ils 
forment respectivement avec le nouvel axe que l’on considère. 
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NOTE II. 


Sur l'intégration des équations différentielles du 
mouvement elliptique. (Voir la p. 240 du 1°" vol.) 


Les géomètres ont combiné de toutes les manières imagi- 
nables les équations (a) pour en déduire, sous des formes variées, 
les diverses intégrales qu’elles peuvent fournir. Les méthodes 
les plus savantes de l'Analyse ont été prodiguées en cette oc- 
casion d’une manière très superflue, et ces intégrales , sous 
quelque forme qu’elles se présentent , peuvent aisément se dé- 
duire des équations (b) et (c) jointes aux deux. suivantes qui 
résultent très simplement des équations (a): 


de 
ax + y y + d'z PAT (p) 
ne | = 


rž 


dad's + dydy + did'z J» v (xdx + ydy + zdz) =r | 
mi Ses ii 


Ainsi, par exemple, si l'on observe que 
ax + ydy +zd'z =d. (xdx + ydy +zdz)— dx —dy"—d?, 
la seconde de ces équations devient 


dx? + dy + dz d.rdr K 
di de Eu po 


On ad'ailleurs, en faisant c°- c"? -p c" == ke, 


CO 


: ë nn a a 
Si entre ces deux équations on élimine dx" + dy" + ds a 
dé 3 
trouve 
a k? 
ca ila = =», 
Tome II. gi 
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et en faisant s=ur—8#, 


cette équation prend cette forme : 


PEER, (5) 


équation absolument semblable aux équations (a); et de même 
qu'on satisfait à Péquation en z en faisant z = mx + ny, on 
satisfera à l'équation (g) en faisant s = px + qy : c’est une nou- 
velle intégrale finie des équations (a), et dont les géomètres ont 
fait un fréquent usage. 

Si on multiplie la première des équations (p) par à, et la se- 
conde par dx, et qu'on les retranche l’une de Fautre, on 
aura 


dy xdy— ydo , d'a xde—2dx _  xrd—xrar 
ERP RT 10 LEE — Gros t « Se 


équation qui, en vertu des intégrales (b) et (c), devient 
co Ets = dd id. (29 
dt r 


En lintégrant et en opérant de la même manière relative- 
ment à yet àz, on aura 


(EE _cdy mt dz Pn 
r a d mao 
ai c'dz — cds s 
FAIR dt +f, 

pz _cdx—c'dy 

r dt +f, 


équations très utiles auxquelles nous sommes parvenus, n° 21, 
livre IL, et que nous avons employées dans la Théorie des 
perturbations des comètes , chap. TA], liv. II. 
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NOTE III. 


Sur les inégalités planétaires des ordres supérieurs. 


Je wai développé dans les chapitres IX et X du livre IT, que 
la partie de ces inégalités indépendante des excentricités et des 
inelinaisons, et celle qui dépend de la première puissance de 
ces deux élémens, ce qui peut suffire en général. Cependant il 
arrive quelquefois que les inégalités périodiques les plus con- 
sidérables ne se trouvent pas dans les termes qui résultent de 
cette première approximation, et qu’elles ne se produisent que 
dans les approximations suivantes. Il devient alors nécessaire 
de tenir compte des termes qui dépendent des carrés et des 
puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, et 
même de ceux qui dépendent du carré des forces perturba- 
trices. C'est ce qui arrive dans la théorie de Jupiter et de Sa- 
turne, où ure partie des termes relatifs aux cubes et aux cin- 
quièmes puissances des excentricités et des inclinaisons devient 
très considérable , à cause du rapport qui existe entre les 
moyens mouvemens de ces deux planètes, rapport qui rend 
très petits les diviseurs que l’intégration fait acquérir à ces 
termes. Je me propose de revenir dans la suite sur cet objet, 
et de donner les valeurs numériques de toutes les inégalités 
planétaires que la précision des observations modernes peut 
rendre sensibles; ce travail servira en même temps de vérili— 
cation aux résultats de la Mécanique céleste, et il ne sera pas 
inutile, parce que l'inexactitude de quelques-uns d’entre eux a 
rendu cette révision nécessaire. Je n’en citerai ici qu’un 
exemple. La partie des coefficiens de la grande inégalité de Ju- 
piter et de Saturne, qui dépend du carré de la force pertur- 
batrice , a été déterminée récemment par M. Plana, qui leur 
a assigné des valeurs très différentes de celles qui sont rappor- 
tées dans l'ouvrage cité; il en est résulté une contestation at= 
sez vive à laquelle Laplace lui-même a pris part; eepeudant 


Si 
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la question était encore demeurée indécise, et l'Académie de 
Berlin a même proposé un prix dont l’objet principal est de 
découvrir la cause des différences des résultats obtenus par ces 
deux géomètres. Dans un mémoire lu au mois de février der- 
nier, à l’Académie des Sciences p Jai repris en entier ce cal- 
cul, et j'ai fait voir qu'il s'était glissé en effet une erreur im- 
portante dans les résultats de la Mécanique céleste, mais qu'en 
même temps les nombres que M. Plana proposait de leur subs- 
tituer n’ayaient point non plus toute l'exactitude convenable. 
Voici les principaux résullats auxquels je suis parvenu. On 
trouvera dans la Connaissance des Tems, pour 1831r, le 
rapport que M. Poisson a fait à l’Académie, sur ce mé- 
moire. 

Soient à le demi grand axe, et né le moyen mouvement au 
bout du temps # de Jupiter, dans son orbite elliptique; soient 
r, v, s les trois coordonnées polaires qui déterminent sa posi- 
tion sur cette orbite, et R la fonction qui résulte de l’action 
perturbatrice de Saturne; enfin , désignons par les mêmes let- 
tres accentuées les quantités analogues relatives à Saturne. Si 
Von suppose, pour TT 


m= rT À dv MN EN 
r dR 
òR =E TE a+ dr HE TE ds 


et que Pon nomme 6 et £” ce que deviennent les moyens mou- 
vemeus nt et n’é par l’action réciproque de Jupiter et de Sa- 
turne , la formule (4) du n° 6r, livre Il, donnera, pour dé- 
terminer les parties de & et de &’ qui dépendent du carré des 
forces perturbatrices, les deux équations suivantes : 


.fdt.(fdR}’, 
Sat (SRY. 


Sa'n 


M = — 3an fdtf d. R + 


zan n 


IE = — Ban’ fdefd R + 


Les termes de AË et de AŻ’ qu’il importe de considérer sont 
LR | L 
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ceux qui par la double intégration acquièrent le très pelit di- 
viseur (5n — 2n})°, parce qu’il peut en résulter des inégalités 
sensibles dans lexpression des longitudes moyennes des deux 
planètes. On les obtiendra en combinant les différens termes des 
deux facteurs qui composent chacun des produits que contient 
l'expression de ÒR et celle de AR’, de manière que la somme des 
argumens dont ils dépendent soit toujours égale à 57° — 2n.Si 
Pon se borne à considérer parmi ces termes ceux qui sont du troi- 
sième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, 
c’est-à-dire de Pordre le moins élevé qu'ils puissent être sous ce 
rapport, d’après les lois de développement de R et de la for- 
mation des valeurs de dr, dv, etc., on verra aisément que les 
combinaisons dont il s’agit sont au nombre de douzé (1). 

Laplace a considéré simplement les termes qui proviennent 
de la double combinaison des argumens 3n t — nt et 2n't— nt; 
ce sont en effet les plus considérables; il a négligé de plus, dans 
l'expression de ðR, les termes = .ds, et Bud, et il a trouvé 
ainsi en degrés sexagésimaux : 


M—1".5703sin(5n't-2nt4-5s-2:)-18".o71ocos(dn's-2n6+- 5-26), 
N'=-3".8166sin(6n'é-antt5e-2:)+42".9203cos(5n'4-2nt-+0e-26) 


Le nouveau calcul que j'ai fait de ces valeurs wa donné 


V2" ,1630/sin(Bn't-2nt5e"-2:)Hi16".g7racos(5n't-2nt#-5e-n:), 
d'=3".4645sin(5n't-2nt+ 5e -25)-40".3437 cos (Sn't-2nt + 5-21). 


On voit que la principale différence de ces résultats consiste 
dans les signes, et en effet il a été constaté qu’une erreur s'était 
introduite, à cet égard, dans la réduction en nombres des for- 
mules de la Mécanique céleste. 


{*) Connaissance des Tems pour 1830. 
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NOTE IV. 


Sur la détermination des orbites des comètes, d'après 
les observations. 


La méthode que nous avons développée dans le chapitre 1, 
livre III, pour cet objet, nous paraît, comme nous Pavons dit, 
celle dont l'application est la plus sûre dans la pratique. Ce- 
pendant, comme la méthode ingénieuse proposée par Laplace 
a été adoptée par beaucoup d'astronomes, et qu'il y a même 
des cas où il est indispensable de lemployer, je pense qu’on 
ne sera pas fâché de la trouver ici présentée d’une manière 
plus simple qu’elle ne l’est dans la Mécanique céleste. 

Cette méthode suppose que l’on connaît, pour une époque 
donnée, la longitude a et la latitude b de la comète, ainsi que 
leurs différentielles du premier et du second ordre, prises par 
rapport au temps et divisées par l'élément de cette variable, 


c'est-à-dire les quatre quantités da si e LA ai) On peut 
dt” de de” de 

en effet, dans ce cas, déterminer par des formules simples et 

rigoureuses tous les élémens de Porbite de la manière sui- 

vante. 

1. Soient x, y, z les trois coordonnées de la comète, rap- 
portées à l'écliptique et au centre du Soleil, r sa distance à cet 
astre ou son rayon vecteur, X, Y les coordonnées de la Terre 
dans son orbite, R son rayon vecteur et A sa longitude vue 
du Soleil, enfin, soit e la projection sur l’écliptique de la 
droite qui joint la comète à la Terre , ou ce qu’on nomme ordi- 
nairement la distance accourcie de la comète; on aura 


s=X 4k, y=Y+me, z=nę, (1) 


en supposant pour abrèger L= cosa , m= sina et n= tangė. 
Les équations différentielles du mouvement de la comète au- 
tour du Soleil seront 
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Girip ee dy 
eue LE RE mt 


On aura de même, relativement à la Terre, 


X —=Rocos A, Y —R sin A, 


et 
DXN TY 
pr ls a E S 
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o. (2) 


En substituant donc pour x, y, z, leurs valeurs dans les 
équations (2), on trouvera, en vertu de ces deux dernières 


équations, 
ddl X X+ 
de R’ T P nai 
dme Y LT + me 
de RS“ CE nt 
At NE PU 
Ca re 


ou, en développant et supposant pour abréger , e = 


d’l 


m À 
mn LE ITS 6 E +5 +Yr—0, 


De Le (Te + 5) — 0 


LES d'e 
En éliminant Ja» on trouve 


de (ndil — ranpe 1e l — ln 

dt° dt 

dt” dt 

de ‘(dm — mal) EC — mdt 
“à 


dt° de 


r Rê , 


e TE He +2) +Xr=0, 


(3) 


CN — md 
de (ndm sr (En) i 


DH taxe =o, | 
A 
j 


Te J+ TER 


(4) 
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Ces équations n’équivalent qu’à deux.distinctes; et en effet, 
en multipliant la première par n'et en la retranchant ensuite 
de la seconde multipliée par #, on retrouve la troisième. 


Si maintenant on élimine z entre les deux premières équa- 


tions (4), ou ; ce qui revient au même, si après avoir multiplié 
ces équations, la première par dm, la seconde par — d}, et la 
troisième par dn, on_les ajoute,-et que pour abréger on 
fasse 


X.(ndm— mdn) + Y. (ldn— nd) 


h = aus 
t 
Li .(mdn—ndm) +R Je TN EM = diini 


on aura 


h= AE -5) © 


D’ailleurs 


r° = R* +2Rg cos (A — a) + — (6) 


me D 
On a donc deux équations au moyen desquelles on peut dé- 
terminer r et. Si l'on éliminait 8 entre ces deux équations, 
on arriverait à une équation du huitième degré en r, mais qui 
s'abaisserait au septième, comme nousi} avons vu n°6; liv. HI. 


; a 
Les valeurs de r et ge étant connues, on aura celle de + au 


moyen de l’une quelconque des équations (4); mais au lieu 
d'employer indistinctement ces équations à cette recherche, il 
est bon de combiner les deux premières de.cette manière : on 
multipliera la première par ¿ et la seconde par m, on les ajou- 
tera ensuite, en observant que P Æm°—1,cequidonne 4, 


ad 


dl mdm—o, idl- mm d’ dm’, 


et Pon pourra substituer aux équations (4) les deux sui- 
vantes : 
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de dn , € dn + n(d® + dm’) 

D te] Em, ) À 
de fldm—mdl g /id'm—md* h pass g 
CR) uneo eae PPR GE S 


C’est entre ces deux équations qu’il conviendra de choisir 
de 
pour déterminer la valeur de A parce que la premitretest in- 
dépendante des différentielles secondes de m et de Z, et la se- 
conde de la différentielle de n, ce qui offre des avantages dans 
les applications, comme on le verra plus bas, 
Si après avoir substitué pour Z, m, z leurs valeurs dans les 
équations (1), on les différencie, on trouve, en conservant la 
notation établie n° 2, livre cité, 


s= X'+ Lcosa—ç.sine $, 


dt 
1H girder y ous i (8) 
T dt ; dt”? 
des Te e_. db 


eA Jp engb Ga e 
Ces équations ne contenant que des quantités connues, puisque 
les valeurs de ẹ et de r sont supposées déterminées par ce qui 
précède, en les réunissant aux équations (1), on pourra déter- 
miner les six quantités x, y, z, x, y’, z', et Pon en conclura 
les élémens de l’orbite elliptique de la comète, comme on l’a 
fait n° 16, livre III. 

La question est donc ainsi complètement résolue; mais si 
l'on suppose à l'ordinaire que l'orbite est une parabole, on aura, 
par la nature de cette courbe, 


== a+ y + 78, 


équation qui, en y substituant pour x", y’, z leurs valeurs, 
prendra cette forme 
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d de 
 =MAN eE + Pie + QE (9) 


r 
' 


La question dans ce cas présente donc une équation de plus 
que d’inconnues, et l’on peut en profiter pour éviter l'emploi 
des données qui participeraient le plus aux erreurs des obser- 
vations. Pour cela, nous remarquerons que les inexactitudes 
dont elles sont susceptibles deviennent surtout sensibles sur 


s d 
les différences secondes Fe D parce qu'étant beaucoup plus 


petites que les premières, ces erreurs en forment une plus 
grande partie aliquote. Il faut donc en éviter l'emploi autant 
que possible, et comme on ne peut pas les rejeter toutes deux 
à la fois, on ne conservera que celle qu’on doit croire la plus 
correcte, ce qu’il sera toujours facile de reconnaître. D’après 
cela, on ne fera point usage, pour déterminer e, de l’équa- 
tion (5), parce que le coeficient À dépend à la fois des diffé- 
rences secondes de la longitude et de la latitude; on lui substi- 
tuera l'équation (9). Quant aux équations (7), qui déterminent 


$ on emploiera la première ou la seconde, selon qu'on vou- 
dt Š 


dra conserver les différences secondes de la longitude ou celles 
de la latitude; en y substituant pour 4, m, mleurs valeurs, et 
en faisant pour.abréger 


de J 
dt FE < kg + ~ Ty (10) 
on aura dans le premier cas, 
db d da’ db’ 
a m alos (ar sin bob + 2 lang b Fa 


db á 
dé 


x x k (A —a) 7], 


db ? 
dt 
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et dans le second, 


=; R sin (A — a) 
=, Cr RE da “| 
2e dé 

dt EF 


En réunissant donc les trois équations (6), (10), (9), après 
avoir développé cette dernière, et substitué pour X’ et Y 
leurs valeurs données par les formules 


ági 


fi — 


v 
.sin À +- e sin (A — #).cos À, 


Yaa (: ET ).c0s À + e sin (A — 4).sin 4, 


À 2 d sy 
on aura pour déterminer les inconnues r, €, o les trois équa- 


tions suivantes : 


r? =R? + 2R cos (A — a). + 5? 


1 = a 
2a j e.- b (A) 
AT FN nme Lu uO 5j D 


Eea 


és a-a) | 


+g. il sin(A-w). cos(A a) — = 


+ { esin(ae). sin(A-0)+- - 


On satisfera à ces équations par des essais; pour cela, on 
donnera d’abord à r une valeur arbitraire, on supposera, par 
exemple, r = 1; on déduira des deux premières équations (A) 


d h 
les valeurs correspondantes de g et A et en les substituant 


dans la troisième, elle fera connaître l'erreur de la supposi- 
tion. Après quelques épreuves, õn déterminera de cette ma~ 
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nière, avec toule la précision nécessaire, les trois quantités r, 
de . Ton : 

€, Ti’ on pourra ensuite vérilier ces valeurs en les substituant 

dans celle des équations (7) qui maura pas été employée à la 

solution du problème. 

Les équations (A) conviennent à tous les cas qui peuvent 
se présenter; cependant, comme leur résolution entraine dans 
des calculs pénibles, nous observerons qu’on peut éviter cet 
inconvénient dans un cas très étendu, celui où les données 
du problème permettent de faire usage à la fois des deux 
équations (7). En effet, en éliminant entre elles l’inconnue r, 
on trouve 


d j 
C ta) 
en supposant pour abréger 


à X(adm— mn) — Y (ndl — In) 
3° X (ndm — mdn)—Y (ndi — idn) ? 


t = Á 


ou bien 
da* I d'b 2 dh 
FER costa) © dt in siae (art sinb cosb’ dE tost dr) 


MEL TER) db 


cos(A-a) PE T T5 sinó cosb dt 
. E I : d 
Si dans la troisième des équations (A) on substitue pour 3 sa 


valeur (a), on aura 


rP =R? AR cos (A —a). Ere EA, 


= +142. {i. [esin(A-v). cos(A-a)- = Sri arf) 


re a Sajasas sin(A-a) TE. Ed) e) (B) 
, = 2 


+| pe Eee a en 


| 
La 
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et le problème est alors réduit à la résolution de ces deux 
équations. Elles feront connaître immédiatement r et e, et Pon 


d ; 
en conclura £ au moyen de l’équation (a). 


di 

On pourra employer ces formules avec sûreté, toutes les 
fois que le numérateur et le dénominateur de lexpression de 
į ne deviendront pas de trop petites quantités pour étre déter- 
minées ayec précision , ce qui arriverait, comme il est facile 
de s’en assurer, dans le cas particulier où le Soleil se trouve- 
rait situé à très peu près dans le même plan que l'orbite ap- 
parente de la comète, à l’époque de l'observation moyenne. 
La méthode précédente , ainsi simplifiée , est sans contredit la 
plus commode que Pon puisse employer pour la détermina- 
lion des orbites des comètes. 


m de \ 
Lorsque les quantités 7, ç, Jp seront connues, on déter- 


minera, au moyen des équations (1) et (8), les valeurs des 
six quantités x, y, 2, x, y, z’, et par suite tous les élémens 
de Porbite parabolique. Si Pon veut se borner à déterminer la 
distance périhélie qui suffit pour procéder immédiatement à 
la recherche de l'orbite corrigée, en nommant D cette dis- 
tance, on aura, n° 17, livre III, 


D= r— EEF): 


La première des équations (A) différenciée, en observant qu'on 
a, n° 8, en négligeant le cube de l’excentricité de Porbe ter- 
restre, 


dA!_1—5e 


R P 
is NOR a e aa 


en 
rdr 


riia per T (Fte ta ango F mE F.R cos (A — a) 
fi e [Le MAT EE EUR Grr —a) | (C) 


+e.Rsin(A—a). + Be sin (A — a). 


494 THÉORIE ANALYTIQUE 


En nommant s cette quantité, elle fera connaître, n° 17, livre 
cité, selon qu’elle sera négative ou positive, si la comète s'ap- 
proche du périhélie, ou si elle l’a déjà dépassé; on aura ensuite 


À es 
D=r—tÀ.s; 


la distance angulaire v de la comète à son périhélie sera donnée 
par l'équation de la parabole, 
cosir = =a 
On déterminera enfin par la table des comètes le temps que 
la comète emploie à décrire l'angle v, et ce temps ajouté ou 
retranché de l’époaue úe Pobservation , fera connaitre Pins- 
tant du passage par le périhélie. 
2. Il ne reste donc, pour l’application de la méthode précé- 


dente, qu'a montrer comment on formera , d’après les données 
de lobservation, les valeurs des coeficiens différentiels ss, cz A 
da db 
de? de 
opération. 

Soit a la longitude de la comète à l'instant où lon fixe Pori- 
gine du temps ż, on prendra pour cette époque celle de Pob- 
servation qui tient à peu près le milieu entre toutes les autres; 
on pourra au bout d’un temps quelconque #, peu éloigné de 
cette époque, supposer la longitude a de la comète repré 
sentée par la formule, 


. Voici la manière la plus simple de procéder à cette 


7 da Tuda P da 
E a a a r etc. (11) 


On formera autant d'équations semblables à la précédente 
qu'on aura d'observations, et Pon pourra déterminer par leur 


: A da da 
moyen autant de coefticiens Je’ de? etc. 


Prenons donc, pour fixer les idées, trois observations quel- 


DU SYSTÈME DU MONDE. 495 


conques de la comète; désignons par a°, a, a', les trois lon- 
gitudes qui leur correspondent, et soient 8 et #’ les espaces de 
temps, exprimés en jours moyens solaires, qui séparent res- 
pectivement les deux observations extrêmes de l'observation 
moyenne; on aura, d’après la formule générale, les deux équa- 
tions suivantes : 


1 — ° mel da __W d'a | 

BE EN El 
j p aA G (a) 
Gt = PE ME E | 


Si l'on nomme b°, b, b', les latitudes de la comète, correspon- 
dantes aux trois observations, on aura de même 


La résolution de ces équations donnera les valeurs des quatre 
PT db db Le À tr e 

quantités 7 JE’ Te JE T il s'agissait de déterminer. 

Dansles ne Le précédentes, les intervalles de temps 8 ct 6’ 
étant exprimés en Jours moyens solaires, pour luniformité du 
calcul, on les multipliera, n° 8, liv. II, par le nombre dont le 
logarithme est 8,2355821, et l’on convertira en même temps les 
arcs a— a°, b — b°, etc., en parties du rayon pris pour unité. 

L’exactitude de la méthode précédente dépend surtout de la 
db d'a d'à 
’ dt’ de? de 
reurs des observations doivent fe d'autant plus sur les deux 
dernières qu’elles seront plus petites; il sera donc bon de mem- 
ployer, comme cette méthode permet de le faire, que la plus 
grande de ces deux quantités. 

On conçoit qu’en multipliant les observations de la comète, 
on pourrait former autant d'équations semblables aux équa- 
tions (12) ct (13); en combinant ensuite ces équations par la 


précision des valeurs des quantités z7 Les er- 
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méthode des moindres carrés, on formerait quatre nouvelles 
a db 
de” de? 


. Mais, indépendamment de la longueur des calculs, 


équations qui serviraient à déterminer les inconnues 
d'a d'b 
de? dr. 
on a reconnu qu’on n’était pas, par ce procédé , conduit à des 
résultats plus certains, parce que les erreurs des observations 
prenaient alors d'autant plus d’influence sur les résultats 
qu’elles étaient plus nombreuses. IL faudra donc, dans cette 
méthode comme dans les autres, se borner à employer irois 
observations, nombre strictement nécessaire pour résoudre la 
question , et alors elle en offrira peut-être la solution la plus 
simple, parce qu’on peut se servir immédiatement des données 
de l'observation sans leur faire subir aucune préparation. Il 
suflit à la sûreté des résultals que les observations ne soient pas 
trop éloignées entre elles pour que la formule générale (11) 
cesse d’être convergente. 

3. Pour faciliter l'usage des formules précédentes, nous allons 
en faire l'application à la comète de 1824, dont nous avons 
déjà déterminé l'orbite d'une autre manière dans le n° 23 du 
livre HI. 

Je choisis les trois observations suivantes, qui sont séparées 
par des intervalles de temps assez inégaux ; cas où il sera sur- 
tout avantageux d'employer la méthode que nous venons d’ex- 
poser , parce que celle qui est développée dans le livre cité 
suppose toujours les différences de ces intervalles très petites, 
et que, sans cette condition, elle ne donnerait pius des résultats 
suffisamment exacts. 


Longitudes observées. Latitudes observées. 

Août. #/,92748 a.. 252°32 29" b°... 48° 7'29" B 
T0095 00a aae 20e 27 IA D e OS 
Sept 3, 9ro04 Wiee 2189. 4.34 D. OT. 4.20. 


Si Pon prend pour époque l’ubservation du 16 août, onaura 


air 55e pete, b = 55g 43", 
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et pour les intervalles de temps 6 et 6’ qui séparent les deux 
observations extrêmes de l’observation moyenne, 


# — 19/,00560 , # = 17/,97696. 


Si l'on ajoute aux logarithmes de chacun de ces nombres, le 
logarithme constant 8.2355821, et si l’on réduit les arcs 


a*— a, a— d en parties du rayon , on formera les deux 
équations suivantes : 


0.263336 — — 0.206522. F + 01021326. ÊE, 


da da 
— 0.338196 = 0.309242. Tr + 0.047815. a 
d’où Pon tire 
da da 


g7! .202436, 


mw 0.703698. 


On aurait de même, relativement à la latitude, 


— 0.125731 = — 0.206522 Re: + 0.021326. Z2 
db d'b 
0.100245 — 0,309242. "à + 0.047815. TE 
d'où Pon tire 
o = 0.494828, ch = —' 1.103768. 


On a d’ailleurs, parles tables du Soleil pour l’époque de l’ob- 


servation moyenne, 


A =—3232531 29" log. R....... 0.0051558, 
Si 


RE = 9.9947826 loge sin(A—u).. 8. 0684537. 


log. 


Avec ces valeurs , on a formé, au moyen des formules (B) 
et (4), les trois équations suivantes : 


Tome II. 32 
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r = 1.02402 -} 0.12594.e + 3.083016", 
> = 0,48820 + 0.28372 ẹ + 1.30573.¢6°, 


de 
Re — 0.348376.e, 


et leur résolution a donné 


r= 1.24584, e— 0.309399, Æ =— 0.13726, 


d’où l'on a conclu, par la formule (c), 
9 = — 0.701284; 


on a trouvé ensuite, pour la distance périhélie , et pour Pins- 
tant du passage au périhélie , 


D = 0.99999, inst. du pass. sept. 30/,0371. 


On peut, avec ces élémens approchés, procéder immédiate- 
ment à la détermination exacte de l'orbite par les méthodes 
exposées dans le chapitre IT du livre III. 

Il existe encore, pour la détermination de lorbite des co- 
mètes, plusieurs méthodes généralement fondées sur le rapport 
remarquable qui existe entre la corde qui soustend un arc quel- 
conque de parabole, les deux rayons vecteurs menés à ses extré- 
mités, et le temps employé à le décrire; mais nous n’entrerons 
dans aucun détail à cet égard, parce que ces méthodes, quoi- 
que ingénieuses, nous paraissent manquer dulprincipal avantage 
qu’on doit rechercher pour les applications, celui de la simpli- 
cité dans les calculs. 


DU SYSTÈME DU MONDE. 499 


NOTE V. 


Sur la détermination du prochain retour au Périhélie 
de la comète de 1759. 


Dans le n° 46 du troisième livre, jai dit que l'altération 
qu'éprouva le moyen mouvement de cette comète par l’action 
de la Terre, en 1759, avait été déterminée par Burckart, et 
qu'il avait trouvé + 0”,02679 pour la valeur de cette altéra- 
tion. J’ai eu depuis lors l’occasion de reprendre ce calcul en 
m'occupant dun mémoire sur la détermination des perturba- 
tions des trois comètes périvdiques que nous connaissons , tra- 
vail auquel l'Académie royale des Sciences a décerné le prix 
qu’elle avait proposé sur ce sujet, pour le concours de 1829, 
En attendant que je puisse publier ce travail en entier „je 
vais en extraire les résultats que j'ai obtenus relativement à 
Paction de la Terre sur la comète dite de Halley, et indiquer 
la marche que j'ai suivie pour les obtenir, 

La grande proximité entre la comète et la Terre n’a eu lieu 
qu'après le passage au périhélie de 1759, et jusqu’à cette 
époque, le calcul montre qu’on peut regarder action de cette 
planète cumme insensible. La comète s’est ensuite approchée 
de plus en plus de la Terre depuis le 13 mars, instant du pas- 
sage, jusqu’au 29 avril, époque où sa distance était moindre que 
le quart de la distance de la Terre au Soleil; elle s’en est ensuite 
rapidement éloignée , et bientôt Ja Terre a.cessé d'exercer sur 
elle aucune influence appréciable. D’après cela} j'ai calculé par 
la méthode du n° 35, livre III, et en faisant varier de degré 
en degré anomalie excentrique , les altérations des divers élé- 
mens de l'orbite résultantes de l’action de la Terre, pendant 
la révolution actuelle, depuis o° jusqu’à 45°. Dans cette éva- 
luation, je nai pas tenu compte de Paction de la Terre sur le 
Soleil , parce que j'ai supposé que ces actions se compensent à 
très peu près dans ies différentes révolutions de la Terre autour 
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de cet astre, pendant l’intervalle qui s'écoule entre 1759 el le 
prochain passage de la comète au périhelie. Cela posé, j'ai 
trouvé 


fan = o" ,024555. 


Les variations des autres élémens sont insensibles , et les va- 
leurs des trois intégrales ftdn, fda, fde, par exemple, ne s'élèvent 
pas à quelques secondes dans l’intervaile que nous considérons, 
On peut donc supposer ici la variation de l’anomalie moyenne 
égale à très peu près à t/n , £ désignant le temps de larrévolu- 
tion anomalistique de la comète. Si lon prend pour t la valeur 
28007 que nous avons trouvée n° 46, livre cité, on aura 
fdé=+.687".71. Nous avons trouvé, même numéro, pour 
l'altération de cette anomalie résultante de Paction de Jupiter, 
Saturne et Uranus, pendant le même intervalle, + 3714". 43. 
On aura donc, pour sa valeur complète, [de= + 402" , 14,3 et 
en nommant T’ l'intervalle de temps compris entre le passage 
aw périhélie 1959 et le passage prochain, on aura 
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ce qui, à compter du 13,2 mars 1759; donne le 2,3 novembre 
1835, pour l’époque du prochain retour de la comète à son 
périhélie. 

L'évaluation précédente porte à 14/,9 le retard que la comète 
éprouve dans sa marche par Faction de ‘la Terre. Burckart 
avait trouvé 16 pour ce retard , et M: Damoïseau, qui Palpa- 
reillement calculé, Pa fixé à 12/1seûlement, Au reste, cette 
détermination est fort-délicate , et l’on doit s'attendre à plu- 
sieurs jours d'incertitude, si lon wa pas soin de resserrer autant 
que possible les intervalles  d’anomalie excentrique pendant 
l’espace où la comète.s’approche beaucoup de la Terre, La 
méthode que M. Damoiseau à suivie dans son calcul diffère de 
celle que l’on emploie d'ordinaire ; principalement en ce qu’au 
lieu de prendre l’anomalie -exceutrique pour abscisse. de la 
courbe parabolique, qui donne par sa quadrature les varia- 
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tions finies de chacun des élémens de Porbite, il choisit le 
temps pour cette variable. Ce procédé , dont Euler avait déjà 
fourni l'exemple dans une occasion pareille, peut être avan- 
tageux lorsqu'il s'agit des comètes à courtes périodes, parce que, 
dans la partie supérieure de lorbite, des degrés d’anomalie 
excentrique répondant à des intervalles de temps beaucoup 
plus considérables que dans la partie inférieure, il en résulte 
des variations fort inégales dans les élémens de lorbite. Si la 
méthode proposée par M. Damoiseau offre donc toute la süreté 
et la simplicité désirables dans les applications numériques, il 
sera bon de l’adopter pour ce cas. C’est à l'expérience à décider 
celte question (*). 


NOTE VI. 


Sur le plan invariable du systeme planétaire. 


Je n'ajouterai que quelques mots à ce que j'ai dit sur cet 
objet, dans le n° 59 du second livre. Les adversaires de la 
théorie connue de ce plan prétendent que les changemens 
que peuvent produire dans sa position l’elliplicité et la rota- 
tion du Soleil avaient échappé à l'esprit si clairvoyant de son 
inventeur , et que, par ce fait même, la délermination de ce 
plan, telle qu’elle résulte de ses formules , est incomplète. 1l 
est facile de répondre à cet argument. En effet , si des. varia- 
tions ducs aux causes ci-dessus mentionnées existaient dans 
la position du plan invariable, c’est aux équations même du 
mouvement de translation des corps célestes, qu’il faudrait re- 
courir pour les déterminer. Nous avons montré dans le n° 10 
du livre cité, que les circonstances inhérentes à la constitu- 
tion de notre système planétaire autorisent à négliger dans ce 
mouvement tous les termes provenant de la figure non ellip- 
tique du Soleil et des planètes; c’est ce qu'a fait Laplace, c’est 
ce qu'ont fait tous les géomètres qui Pont précédé ; bien plus, 


(*) Connaissance des Tems pour 1832. 
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Laplace s’est assuré, par un calcul direct, que ces termes 
étaient en effet insensibles , et que la stabilité du système du 
monde n’en pouvait être altérée. S'il en était autrement , nous 
en serions avertis par l'observation ; et ce ne seraient pas alors 
les changemens peu importans du plan invariable qu’il nous 
faudrait d’abord considérer , ce seraient les inégalités nouvelles 
que nous apercevrions dans les excentricités et dans les po- 
sitionsdes orbes planétaires. Pour les déterminer, il suffirait d'in- 
troduire dans le développement de la fonction perturbatrice 
les termes dus à la non-sphéricité des planètes et du Soleil. On 
arriverait ainsi de la manière la plus simple aux formules d’où 
dépend la position du plan invariable dans ce nouveau sys- 
tème. Leur réduction en nombre ne serait pas aussi facile, il 
est vrai, parce qu’elle dépendrait des trois momens d'inertie du 
Soleil, qui nous sont totalement inconnus; mais heureusement 
la recherche de ce plan est un objet de pure curiosité, et celui 
que nous devons à Laplace suffit à nos besoins. L’invariabilité de 
cedernier consiste en ce que, à toutes les époques, dans les siècles 
les plus reculés, les astronomes le retrouveront à la même 
place que nous lui assignons aujourd’hui. Il leur sufbra, pour 
déterminer sa position relativement à un plan quelconque mené 
arbitrairement par le centre du Soleil, de reconnaître par lob- 
servation les masses des planètes , les grands axes et les excen- 
tricités de leurs orbites, ainsi que les inclinaisons et les longi- 
tudes des nœuds de ces orbites rapportées au même plan. Dans 
l'état actuel du système solaire, deux causes peuvent seules 
faire éprouver à ce plan des dérangemens sensibles, La première 
serait le cas où quelque planète, jusqu'ici inconnue , ou bien 
les comètes dont nous n'avons point considéré l'action , influe- 
raient d’une manière appréciable sur sa position; la seconde, 
le cas où, par quelque grande catastrophe de la nature, quel- 
qu'une des plus grosses planètes serait tout à coup anéan- 
tie, et cesserait de participer , par son action, au-mouvement 
général du système. 


Tableau des élémens elliptiques des orbites planétaires, 


PLANÈTES.| ?° 


Mercure..... 
ANUSo eaae 


La Terre... 
Mrs... 
Mesta.. 


Jupiter... ... 
Saturne... e. 
Uranus. ..…. 


Moyens 
miouvemcens 
sidéraux 
ur une année 
julienne 
de 3657 :/4, 


ou valeurs 


de n, n’, etc. 


5381034"99 
2106644,82 
1209077 74 
689051,63 
355681, :7 
297216,21 
281531,00 
280672,32 
109256.58 

43996, 13 

15425,64 


Distances 
moyennes 


ou demi grands 
axes des orbites 


a a Ee 


0,3870981 
0,7233316 
1,0000000 
1,5236923 
2,3678700 
2,6690090 
2,7672450 
2,7728860 
5,2011524 
9,5379564 
19, 1823927 


Rapparts 
des excentricités 
aux moyennes 
distances, 


ou valeurs 


de e, e’, etc. 


0,2055149f 
0,00€86074 
0,01655318 
0,09330700 
0,08913000 
0, 25784800 
o, 07843500 
0,24164800 
0,04816210 
0,05615050 
0,04661080 


Longitudes 
moyennes 
des planètes 
au 1°f janvier 180: 
à minuit, 
ou valeurs 
des, s’, etc. 


16305526” 0 
10.44.21,6 
100. 9.12,9 
64. 6.59,9 
278.30. 0,4 


123.16.11,9g 2 
108,24 .57,9 
112.12.51,3 
135.19. 5,5 
177-49- Rd 
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200. 16.19, 1| 5 


Longitudes 


des périhėlies 


à la même époque 


ou valeurs 
de œ, w, etc. 


74221” 468 
128.43.53,0 
99-30. 4,8 
332.23.56,4 
249.33.24,2 
53.33.46,0 
147. 731,1 
War. 7- 4,3 
te. 8.34,4 
89. 9.29,5 
167 .30.23,7 


Longitudes 
des nœuds 
ascendans 
sur l'écliptique, 
au commencement 
de18o1, 
ou valeurs 


de x, #, etc. 
45057" 30"9 
74-54.12,9 


48. o 3,5 
{103.13.18,2 


ghin -40,4 


Ai 80.41.24,0 
152.39.26,8 
95.26.18,9 
111.56.37,3 
72.59.35, 4 


Inclinaisons 
des orbjtes 
à l'écli ptique 
en 1801, 
ou valeurs 


de %, 9’, etc. 


2.29.35,7 
0.46.28,4 
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Les valeurs de n, n’, etc., contenues dans ce tableau , sup- 
posent que le temps test exprimé en années et fractions d’an— 
nées juliennes. Les moyennes distances en ont été conclues par 
la loi de Képler, en prenant pour unité ła distance moyenne 
du Soleil à la Terre. Enfin, toutes les longitudes sont comptées 
de l'équinoxe moyen du printemps, à l’époque du 1° jan- 
vier 1801, et l’on doit se rappeler que l’on entend, dans les 
tables astronomiques, par longitude du périhélie, la distance 
angulaire du périhélie au nœud ascendant, augmentée de la lon- 
gitude du nœud. 


Masses des planètes, celle du Soleil étant prise pour 
unité, ou valeurs de m, m', etc. 


Miercurea rr ne = s 
2025810 
VeSa A a e Lala : 
405871” 
| 1 
liarn EE a OS SRE: E. PPS = 
“ 354936? 
M LIPORCONIE CRE esse . ! 
da 2546320" 
Jupiter... ..... A SEC = 
1070,5 
i 
Saturne, moa Te d. CE ZE 
aturn 3512° 
Utannspesnt T. AA. | Re : 
17919 


